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Université Denis Diderot Paris 7, Semestre Février-juin 2004
Cours de maitrise : arithmétique

Premiere partie : Structures finies Z/nZ, (Z/nZ)*, F,, F;.

A. Rappels sur Z/nZ, (Z/nZ)*, Fy, F;.

B. La structure des groupes (Z/nZ)* et F.

C. Symboles de Legendre et Jacobi.

D. Sommes de Gauss.

E. Applications au nombre de solutions d’équations.

A. Rappels sur Z/nZ, (Z/nZ)*, Fy, F;.

La théorie des congruences améne, pour chaque entiers n > 2, a considérer Uanneau Z/nZ ainsi que le
groupe de ses éléments inversibles (pour la multiplication) (Z/nZ)*. Pour chaque puissance d’un nombre
premier ¢ = p', il existe un corps fini de cardinal q, unique & isomorphisme preés, noté F,. Nous rappelons
la construction de ces objets et précisons leurs principales propriétés.

Le groupe Z est 'unique groupe (& isomorphisme pres) qui est cyclique (engendré par un élément) et infini.
Tous ses sous-groupes sont du type mZ pour m > 0. L’ensemble Z est également muni d’une multiplication
qui en fait un anneau commutatif. Dans cet anneau on a la notion de divisibilité et de PGCD et PPCM.
Dans le cas de Z la notion d’idéal coincide avec celle de sous-groupe. On peut en déduire facilement le
théoreme suivant

Théoréme. (Bézout) Soit m,n € Z et soit d leur PGCD, alors il existe u,v € Z tels que
d = um + vn.

Preuve. L’ensemble H := mZ + nZ = {um + vn | u,v € Z} est clairement un sous-groupe; il est donc de la
forme d'Z et il existe u, v tels que d’ = um + vn. Comme d divise m et n, on voit que d divise um +vn = d’
mais m,n appartiennent & H donc d’ divise m et n donc d’ divise également d et on conclut que dZ = d'Z
(on aura méme d = d’ si 'on a pris soin de les prendre tous les deux positifs). O

Le groupe Z/nZ est I'unique groupe cyclique & n éléments (& isomorphisme pres) i.e. engendré par un
élément d’ordre n. On peut déja étudier ses générateurs

Proposition. Soit m € Z et m sa classe dans Z/nZ, les trois propriétés suivantes sont équivalentes
(i) L’élément m est un générateur de Z/n’Z.
(ii) Les éléments m et n sont premiers entre eux.
(iii) L’élément m est inversible modulo n, c’est-a-dire qu’il existe m’ € Z tel que mm’' = 1 modn ou encore
mm' =1¢€Z/nZ.

Preuve. Supposons que m engendre Z/nZ alors il existe m’ € Z tel que m'm = 1 € Z/nZ; ainsi mm' =
1modn ce qui signifie que m est inversible modulo n. Si mm’ = 1 modn alors mm’ = 1 + an et donc m
est premier avec n. Si m est premier avec n alors, d’apres le théoréme de Bézout, il existe a,b tels que
am +bn =1 donc am =1 € Z/nZ et donc m engendre Z/nZ. O

Exercice. Montrer que si, dans un groupe commutatif, 'ordre de x; est dy, 'ordre de x5 est do avec dy et
ds premiers entre eux, alors l'ordre de xz1x5 est dids. Montrer également que si, dans un groupe cyclique,

lordre de x1 est dy, l'ordre de x5 est da, alors 'ordre du sous-groupe engendré par x; et x5 est égal au
PPCM de d; et ds.

Le groupe des éléments inversibles de Panneau Z/nZ est égal a
(Z/nZ)* = {m € Z/nZ | m est premier avec n} = { générateurs de Z/nZ}.
Définition. On note ¢(n) := card(Z/nZ)* Vindicatrice d’Euler.
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On en déduit facilement que, si p est premier, ¢p(p”") = p = (p—1)p"~!. Le calcul en général de ¢(n)

se fait grace au lemme classique suivant.

Proposition. (Lemme chinois) Soit m,n € Z, supposons m et n premiers entre eux, alors les groupes
Z/mnZ et Z/mZxZ/nZ sont naturellement isomorphes. De plus cet isomorphisme est aussi un isomorphisme
d’anneaux et, par conséquent induit un isomorphisme entre (Z/mnZ)* et (Z/mZ)* x (Z/nZ)*. En particulier

¢(mn) = ¢(m)o(n).

Preuve. Considérons I'application f : Z — Z/mZ x Z/nZ donnée par x — (z modm,xmodn). C’est un
homomorphisme de groupe de noyau ppecm(m,n)Z, d’ott une injection

f Z/ppem(m,n)Z — Z/mZ x Z/n’Z.

Comme m et n sont supposés premiers entre eux, on a ppcm(m,n) = mn et, pour des raisons de cardinalité,

I’homomorphisme f doit étre un isomorphisme. De maniere générale, si A et B sont des anneaux, on a
(A x B)* = A* x B* d’ou la deuxiéme assertion. O

Rappelons que, d’apres le théoreme de Lagrange ’ordre d’un sous-groupe divise toujours ’ordre du groupe.
La description des sous-groupes de Z/nZ est assez simple.

Proposition. Pour chaque entier d > 1 divisant n, il existe un unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d, c’est
le sous-groupe cyclique engendré par la classe de n/d dans Z/nZ.

Preuve. Supposons n = dd’ alors I'élément © = d’ € Z/nZ est d’ordre d car clairement dr = 0 et, si
cx = 0 alors n divise ed’ donc d divise ¢. Soit maintenant H un sous-groupe de Z/nZ d’ordre d. Notons
s : Z — 7Z/nZ la surjection canonique. On sait que s~1(H) = mZ est engendré par m donc H est engendré
par m € Z/nZ. On a dm = 0 donc n divise dm donc d' divise m donc le sous-groupe H est contenu dans le
sous-groupe engendré par d’ et donc égal & ce sous-groupe. O

Comme application, on peut en tirer la formule (que nous utiliserons plus bas)

n=>Y o).

d|n

En effet on écrit Z/nZ comme union (disjointe) des ensembles d’éléments d’ordre d pour d divisant n. Le
nombre de ces éléments est le nombre de générateurs de I'unique sous-groupe de cardinal d, et comme ce
dernier est isomorphe & Z/dZ, le nombre de générateurs est ¢(d).

Un corps fini k est nécessairement de caractéristique finie égale & p un nombre premier et contient donc
Z/pZ = F, ('homomorphisme Z — k a pour noyau nZ avec n > 0 et comme Z/nZ — k on doit avoir
n premier). La dimension de k sur F,, comme F,-espace vectoriel est finie, égale disons & f et donc
card(k) = pf. On observe que card(k*) = p/ — 1 donc tous les éléments de k* vérifient a?'=1 = 1 et donc
tous les éléments de k vérifient 2P’ = z. Inversement on peut en déduire une construction d’un corps a
p/ éléments ainsi : on considére une extension K de F, = Z/pZ dans laquelle le polynome P = X P x
est scindé et on pose k := {x € K | P(z) = 0}. Comme P'(X) = —1, les racines de P sont simples et
card(k) = deg(P) = p/ ; de plus k est un sous-corps de K car, en caractéristique p, 'application “Frobenius”
définie par ¢ : x — xP est un homomorphisme de corps de méme que ¢f. C’est-a-dire que I'on a :

(zy)P = aPyP et (x +y)P =P + ¢,

D’apres les théoremes généraux de théorie des corps le corps k de cardinal p/ est donc unique & isomorphisme
pres, on le note F,r. Résumons cela dans un énoncé.

Théoréme. Soit p premier et f > 1, notons ¢ = p’. 1l existe un corps fini de cardinal ¢, unique a
isomorphisme prés. Les éléments de F, sont les racines du polynéme X9 — X € Z/pZ[X].
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Corollaire. Soit ¢ = p’ et F, comme ci-dessus. Les sous-corps de F, sont isomorphes a un F,q4 avec d
divisant f. Inversement si d divise f il existe un unique sous-corps de F; isomorphe a F,a : c’est I'ensemble

des éléments vérifiant 27" = z.
Preuve. Sil'on a F, C k C F, alors on a card(k) = p? avec d = [k : Fp] et k 2 F,a ; de plus f = [F, :
F,] = [F, : k][k : F,] donc d divise f. Inversement si d divise f (disons f = ed), tout élément (dans une

. L d - ! ed ey
extension de F) vérifiant a7 = z vérifie 27 = 2P = z donc est dans F, et ces éléments forment un
sous-corps isomorphe a F,q. O

En pratique on construit les corps F,s ainsi : on choisit un polynome unitaire, de degré f, irréductible
P € Fy[X] (pourquoi existe-t-iI?) et on décrit F,; comme F,[X]/PF,[X] ; un élément de F,; peut étre
vu comme un polynéme de degré < f — 1 a coefficients dans Z/pZ. L’addition est simple & effectuer, la
multiplication est simplement la multiplication de polynomes suivie par ’opération consistant a prendre le
reste dans la division euclidienne par P. Par exemple :

Fy = Fo[X]/(X2+ X +1)F[X], Fs = Fo[X]/(X?+ X +1)F2[X], Fi6 = Fo[X]/(X*+X*+ X?+ X +1)F2[X].

B. La structure des groupes (Z/nZ)" et F.
Commengons par montrer le résultat suivant.

Lemme. Soit k un corps commutatif et G un sous-groupe fini de k*, alors G est cyclique. En particulier
(Z/pZ)* ou plus généralement F} est cyclique.

Preuve. Notons n := card(G) et ¥ (d) le nombre d’éléments d’ordre d dans G. On a clairement n =
>od In ¥ (d). Soit d divisant n, ou bien il n’y a pas d’élément d’ordre d dans G auquel cas ¥ (d) = 0, ou bien il
en existe un qui engendre alors un sous-groupe cyclique H d’ordre d. Tous les éléments de H sont solutions
de I'équation X = 1, mais, comme k est un corps commutatif, une telle équation possede au plus d racines
dans k; tous les éléments d’ordre d sont donc dans H et il en a ¢(d) puisque H = Z/dZ. Ainsi ¥(d) vaut
zéro ou @(d), mais comme n =}, ¥(d) =3, , ¢(d), on voit que ¥(d) = ¢(d) pour tout d divisant n.
En particulier ¢(n) = ¢(n) > 1, ce qui implique bien que G est cyclique. O

D’apres ce que nous avons vu, si n = pi'*...pSe alors
(Z/nZ)" =2 (Z/p"Z)" x ... x (Z/pS°Z)*

et en particulier
S S
. o 1
o(n) = 65") - o2 = [[ (b 52 ™) =1 (1__)
=1 i=1
Il reste a décrire la structure des groupes (Z/p“Z)*.

Proposition. Soit p premier et o > 1 alors

(i) Sip est impair (Z/p“Z)* est cyclique.

(ii) Sip =2 et a > 3 alors (Z/2°Z)* = Z/2° 27 x Z/2Z n’est pas cylique. Par contre (Z/2Z)* = {1} et
(Z/AZ)* = Z/27Z sont cycliques.
Preuve. Si a =1 on a vu que (Z/pZ)* = F} était cyclique. Lorsque o > 1 nous allons utiliser 1'élément
p+ 1.

a—1

Lemme. Soit p premier impair, la classe de p + 1 dans (Z/p“Z)* est d’ordre p

Preuve du lemme. Montrons d’abord par récurrence la congruence
(p+ 1)pk =1+ p"* ! modp"+t2.
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Pour k£ = 0, la congruence est triviale. Pour k = 1, ona (p+1)? = 1+C;p+03p2 = 1+p?+p?(p—1)/2mod p3
et ce dernier est bien sir congru & 1+ p? si p est impair (remarquer cependant que 3% # 1 + 22mod 23).
Supposons donc k > 1 et (p+1)P" " = 14+pF+ap"*1 alors (p+1)¢" = (1+p* + ap**t!)’ = 14+p(p*+aph*!) =
1 + p** ' mod p**+2 puisque 1+ 2k > k + 2. En particulier, on voit que (p + 1)?" = 1modp® mais
(p+1)P" " =14 p>! % 1 mod p®, ce qui implique bien que p + 1 est d’ordre p®~1 dans (Z/p®Z)*.

On peut maintenant terminer la preuve de la proposition pour p impair. Soit x € Z tel que x modulo p
engendre (Z/pZ)* i.e. est d’ordre p — 1 dans (Z/pZ)*; alors Z est d’ordre m(p — 1) dans (Z/p“Z)* et donc
y = 2™ est d’ordre exactement p — 1 dans (Z/p*Z)*. L’élément y(p + 1) est donc d’ordre p®~*(p — 1) donc
est un générateur de (Z/p®Z)* (car p®~! et p — 1 sont premiers entre eux).

Lemme. Soit o > 3, la classe de 5 dans (Z/2°Z)* est d’ordre 2*~2. De plus la classe de —1 n’appartient
pas au sous-groupe engendré par la classe de 5.

Preuve du lemme. On montre d’abord par récurrence que
52" =14 2872 mod 2543,

La congruence est triviale pour k = 0, pour k = 1 on vérifie 25 = 52 = 1 + 23 = 9mod 2*. Supposons
donc que 527 = 14 281 4 q26+2 glors 52° = (1 4 281 4 q2FF2)2 — 1 4 9(2k+1 4 2k+2) 4 92(k+1)(1 4
20)? = 1+ 2¥2mod 28+3. En particulier 52°° = 1mod2® mais 52° ° = 1 +2°~! % 1mod2® donc 5
est bien d’ordre 2%~2. Supposons que 57 = —1mod 2% alors 5%% = 1mod 2® donc 2*~2 divise 25 donc
22=3 divise 8 ou encore 8 = ¥2°73. Comme 5 est d’ordre 2%~2, on peut considérer 3 comme un entier
modulo 2%~2 et donc v modulo 2. L’entier v doit étre impair donc on peut le supposer égal & 1, c’est-a-dire
52°7° = 1mod 2%, mais 52" = 1 +2° 1 mod 2% donc —1 = 1+ 2%~ mod 2% ou encore 2 + 22~ = 0 mod 2°
soit 1 + 2272 = 0mod 2%~ !, ce qui n’est pas possible. O

Pour la démonstration de la deuxiéme partie de la proposition, on peut supposer « > 3 (en effet le calcul
de (Z/2Z)* et (Z/AZ)* est immédiat). La classe de 5 engendre donc un sous-groupe isomorphe & Z/2%2Z

et —1 engendre un sous-groupe d’ordre 2 non contenu dans le précédent donc (Z/2°Z)* = (5) @ (—1) =
72077 x Z/2Z. O

Exercice. Montrer que si la classe de z € Z engendre (Z/p*Z)* alors elle engendre aussi (Z/p*Z)* (pour p
impair).

Remarque. Le sous-groupe quaternionique Hg = {#1, £i, £, +k} est un sous-groupe fini du groupe multi-
plicatif du corps des quaternions H mais n’est pas cyclique (cela ne contredit pas le lemme vu car H n’est
pas commutatif).

Applications. On peut déduire des énoncés précédents le nombre de solutions de I’équation 2™ = 1 dans F}
ou (Z/NZ)*, ainsi que le nombre de puissance m-iémes. En effet, dans un groupe cyclique de cardinal n,
disons G = Z/nZ le nombre d’éléments vérifiant mx = 0 est égal & d := pged(m, n) : en observant que si m et
n sont premiers entre eux alors la multiplication par n est un isomorphisme, on voit que {x € Z/nZ | mx = 0}
est égal & {x € Z/nZ | dx = 0} et, puisque d divise n, ce dernier ensemble est le sous-groupe cyclique de
cardinal d dans Z/nZ. Résumons cela dans le lemme suivant :

Lemme. Soit G un groupe cyclique de cardinal n et f I’homomorphisme de G dans G défini par x — x™.
Le noyau de f est cyclique de cardinal pged(m,n) et Iimage de f (I'ensemble des puissances m-iémes est
cyclique de cardinal n/ pged(m,n).

En appliquant cela & G = F; ou G = (Z/p“Z)* on obtient la premiere partie de la proposition suivante

Proposition. Soit m un entier > 1 alors
(1) On a les formules suivantes (pour p impair)

card{z € Fy | 2™ =1} = pged(m,q — 1) et card{z € (Z/p*Z)" | z™ = 1} = pged(m, (p — Dp*~h.
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(2) Plus généralement si N = p{* ...p%" est impair :

card{z € (Z/NZ)* | 2™ =1} = [ ] pged(m, (p; — 1)pi ™).

i=1

Preuve. Les formules de (1) résultent des considérations précédentes et du fait que Fy et (Z/p*Z)* sont
cycliques. La formule (2) se déduit de la précédente et du lemme chinois. En effet si x € Z alors 2™ = 1 mod N
équivaut & z™ = 1modp pour 1 < <r.0O

Remarque. En considérant 'homomorphisme x — 2™ on en tire facilement, par exemple, que :

qg—1
dF™ = d cF* |3 EF*, ="V == -
card F card{z q\ Yy s T=Y } pzcd(m g —1)

Par exemple, si ¢ est impair on a (F} : F;‘Q) =2.

Exercice. Montrer que si N est pair et m impair, la derniere formule de la proposition reste correcte.
Comment faut-il la modifier lorsque NV et m sont pairs?

C. Symboles de Legendre et Jacobi.

On se propose ici d’étudier particulierement les carrés, i.e. le cas m = 2 du paragraphe précédent.

Commencons par une remarque. L’application = — 22 est un isomorphisme de Fy sur Fy ou plus généra-
lement de Fy; sur Fys ; il est donc naturel, pour étudier les carrés de se placer dans 'hypothese p # 2 et
c’est ce que nous faisons.

Définition. On définit le symbole de Legendre ainsi pour a € Z (et p # 2) :

a 0 sia=0modp
() :=<¢ +1 sia est un carré non nul modp
p —1  si an’est pas un carré mod p

Remarque. Il est clair que (%) ne dépend que de amodp ; on s’autorisera donc a continuer a utiliser la

méme notation lorsque a € F,. Si (%) = +1, on dira que a est un résidu quadratique ; si (%) = —1, on dira

que a est un non-résidu quadratique.

Théoréme. Le symbole de Legendre vérifie les propriétés suivantes

(i) Pour a,b € Z on a , )
3)-G)G)

alP=1)/2 = (a) mod p
p

<—p1> _(cn)D2 g (;) _ (—1)-ss,

En particulier —1 est un carré modulo p (resp. n’est pas un carré) si p = 1mod4 (resp. p = 3mod4) et
2 est un carré modulo p (resp. n’est pas un carré) si p = 1 mod 8 (resp. p = £3mod 8).

(iv) (Loi de réciprocité quadratique)
q P (p—1)(q=1)
=)= )=+ .
() (3)

(ii) Pour tout a € Z on a :

(iii) Pour tout p # 2 on a :



Preuve. La multiplicativité (i) est claire si p divise a ou b car alors les deux termes sont nuls. Si a,b € F,
alors la formule vient de ce que F / F*2 est de cardinal 2, donc le produit de deux non-résidus quadrathues
est un résidu quadratique. Pour prouver (41) observons que, si p divise a la formule est évidente, que si

a="5b%¢ F;Q alors a®~1/2 = pp=1 =1 qui est bien égal & (%) ; sl (%) = —1 considérons g un générateur de
m
F;, alors (%) = —1 et a = g™ avec m impair (sinon a serait un carré) donc (%) = (%) = —1. La premiere
partie de (ii¢) découle de 'égalité (ii) ; pour la deuxieéme partie on introduit « racine 8-iéme primitive de
I'unité dans une extension de F,, c’est-a-dire que o® = 1 mais a* # 1, ce qui équivaut & a* = —1 ou encore
D )
aa?=—a"2 Posons B:=a+a !alors 2 =a?+2+«a"? =2 ; ainsi on voit que 2 est un carré dans F,,

si et seulement si 3 € F;,. Or on sait que 3 € F), équivaut a 5P = 3 ; calculons donc ¥ = a? + a™P. En
se souvenant que o® = 1 et a* = —1 on voit que, si p = £1mod8 on a ¥ = 3 et donc § € F, alors que
sip=+3mod8on a f? = —fF et donc § ¢ F,. Nous renvoyons la démonstration de la loi de réciprocité
quadratique (iv) au paragraphe suivant. O

Remarque. Pour voir d’oll vient le choix de “4 = v/2” on peut remarquer que si ¢ := exp(27i/8) € C alors
¢ est une racine huitieme primitive de l'unité et ( = f +iY2 et CH+H(CrP=C+C=V2

Introduisons maintenant une généralisation pour N = p{* ... p%r impair, le symbole de Jacobi

B 6

On a clairement (aﬁb) = (ﬁ) (%) Les principales autres propriétés sont
Lemme. Pour N, M impairs, on a:
() () = (DF et (3) = ()
(i) () = ()" (5.
Preuve. Ces formules se déduisent des formules pour M et N premiers. En effet écrivons N = p;...p,
(avec répétition éventuelle) alors

(-1 -

avec h égal au nombre d’indices i avec p; = 3mod 4. par ailleurs, on a N = 3" mod4 donc N = 3mod4 si h
impair et N = 1mod4 si h pair. On vérifie bien que Y ;_, (p; — 1)/2 est impair si h est impair et pair si h

est pair. De méme on a
2 ) r
i=1 M

ol h désigne maintenant le nombre d’indices i avec p; = £3mod8. Dans ce cas, on a N = £3" mod4. On
vérifie bien que Y_._, (p? — 1)/8 est impair si h est impair et pair si h est pair d’olt la deuxiéme formule de

(4)-

Pour prouver (i), écrivons M = ¢q1...qs et N = p;1...p, (avec répétition éventuelle). Si h (resp. k) est le

nombre d’indices ¢ avec p; = 3mod 4 (resp. ¢; = 3mod4) on a N=1 impair si h impair et % pair si h pair

2
(resp. 2L impair si k impair et 2L pair si k pair). On a alors

()12 oo (5) - (3) - ).

1=17=1 i=17=1




La propriété (ii) est la loi de réciprocité quadratique de Jacobi; les deux propriétés fournissent un algorithme
pour calculer le symbole de Jacobi. Attention cependant le symbole de Jacobi ne caractérise pas les carrés
modulo N (si a est premier avec N et est un carré modulo N alors (%) = 1 mais la réciproque est fausse si
N est composé).

Comme premiere application de la loi de réciprocité quadratique, montrons que pour d entier sans facteur
carré, les nombres premiers représentables sous la forme p = 22 + dy? doivent appartenir & certaines classes
de congruences modulo 4d.

En effet si d = ep; ...pi (avec € = £1) et p = 22 + dy? alors p ne divise pas y car sinon p diviserait aussi x
et on en déduirait p? divise p. On obtient donc —d = (zy~!)? mod p si d est impair on obtient

1= (‘;i) - (_6)"%1(_1)Zf:1(pz:—1)(p—1)/4 (;) N (zi)

On en déduit bien des congruences modulo 4p; ...p, pour p. Si d est pair, c’est-a-dire disons p; = 2 on

p2_
calcule a part (%) = (—l)p = et on obtient des congruences modulo 8p, ... p; pour p.

Exemple. Si un nombre premier s’écrit p = 2% — 6y2, avec x,y € Z, on en tire que (%) = 1 ou encore

1= (—1)(1”2_1)/8(—1)(1’_1)/2 (%) ce qui équivaut & p = 1 ou 3mod8 et p = 1mod 3, ou bien & p = —1 ou
—3mod 8 et p = —1mod 3. Par le lemme chinois, on conclut donc que p = 1, 5,19 ou 23 mod 24. Ainsi aucun
nombre premier p = 7,11, 13 ou 17 mod 24 ne peut étre de la forme p = 22 — 692.

D. Sommes de Gauss.

Les somme de Gauss sont importantes en arithmétique ; nous allons les utiliser pour donner une démons-
tration — due a Gauss bien sir — de la loi de réciprocité quadratique. Aw paragraphe suivant nous les utilisons
pour calculer le nombre de solutions modulo p d’une équation quadratique.

2mia

Remarquons que exp ( ) ne dépend que de amod p et garde un sens pour a € F,. Nous utiliserons les

formules dont la preuve est laissée en exercice (instructif) :

S o 2mixy n si n divise y
Z<p>z<p>0 ot Zex ( >{O si m ne divise pas y

zeF, z€F}

On utilisera aussi de maniere répétée la formule de changement de variables évidente : si f : X — Y est une
bijection, Zer (rb(y) = ZxEX (z) © f(I)

Le premier exemple que nous traiterons est le suivant (pour p premier impair et a premier avec p) :

Zex (2max >

Proposition. Les sommes 7(a) vérifient les formules suivantes.
(i) (@) = (&) 7(1).

(ii) |r(a)]* = p.

(iii) 7(1)2 = (51) .

Preuve. Soit a un résidu quadratique et b un non-résidu quadratique modulo p.

2 27ib 2 211
Zex < Tiax ) Zexp( mibx ) 949 Z exp( mu>+2 Z exp( mu) 0
p p p

u€aF3? u€bF ;2




Ainsi on a bien 7(b) = —7(1) et 7(a) = 7(1), ce qui démontre (i). Pour la deuxieme formule, on calcule de
deux fagons Zz;i |7(a)|? = (p — 1)|7(1)]? qui est aussi

p—1 eXp<27rzax — g2 ) z_: 26: <2mauv> ZP pp—1)

d’oti la formule (ii) découle. Enfin on a 7(1) = 7(—1) = (;1) 7(1) donc 7(1)% = (%) IT7(1)]? = (;1) p. O

p p

Remarque. La formule (iii) permet de dire que, si p = 1mod4 alors 7(1) = £,/p, alors que si p = 3mod 4
alors 7(1) = £i,/p. On peut en fait montrer (c’est un peu délicat & prouver) que le signe est toujours +.

Par exemple
2 . .
2mix? 2mi 1 V3
1) = =1+2 — | =142|—=+i— | =iV3
73(1) zE()exp( 3 ) + exp( 3 ) + ( 2—1—2 5 ) iv3

2 2T —271 2 1 5
Ts Zexp( ﬂ-;x ) —1—|—Qexp( 5 )+2exp< 57”) =144cos (;) :1—1—4(—44—\4[) =5

On peut donner une autre expression des sommes en montrant le lemme suivant.

Lemme. On a I’égalité :

Preuve. Remarquons que 1 + (%) est égal au nombre de solutions dans F, de 'équation y*> = z. On en

déduit :
21 211 2miaz?
5 (or(5)- 2 (v (2) o0 (52) - 5 oo () -
z€F, p p z€F, p p p

z€F,

comme annoncé. [

Ceci suggere une premicre généralisation. Définissons un caractére comme un homomorphisme y : ¥ — C*
que l'on prolonge par convention & F, tout entier par x(0) := 0. On pose alors

Glxa) = Z x(z) exp (QW;CM> = Z x(x) exp (272&33)

zeF, z€Fy

et on démontre de méme :

Proposition. Les sommes G(x,a) vérifient les formules suivantes.
(i) G(x;a) = x(a)G(x;1).

(i) |G(x.a)]* =p

(jﬁ) G<X7 1) = X(_l)G(X’ 1)'

Preuve. Pour la premiere formule, notons que x(a™!) = x(a)~! = y(a). Ainsi
2miax _ 2miax _
G(x,a) = > x(x) eXp( p ) =x(a™") > x(az) exp< . ) = x(a"MG(x, 1).

z€Fy



Pour la deuxiéme formule Zg;} |G(x,a)]? = (p—1)|G(x,1)|? et vaut aussi

T ¥ @swen () ST 5 @swes (00) - S o

a=1z,yeF, a=0z,ycF, p
=p > x(@)x(x) =plp—1).
z€F,

La derniere formule s’en déduit ainsi ;

O

Exercice. Définissons plus généralement un caractére modulo n comme un homomorphisme x : (Z/nZ)*
C* que 'on prolonge par convention a Z/nZ tout entier par x(x) := 0 si & non inversible. On dira que x
est primitif il ne provient pas d’un caractére modulo m avec m diviseur strict de n. On pose

o= T s (E) 5 ()

T€Z/nZ e(Z/nZ)*

Montrer les formules, pour a premier avec n et x primitif modulo n.
(i) G(x.a) = X(@)G(x. D).
(i) |G, a)l* =n
(111) G(X7 1) = X(_I)G(Xv 1)
Pour prouver la loi de réciprocité quadratique, on va introduire I’analogue de ces sommes en caractéristique

finie. Plus précisément, si p, ¢ sont deux nombres premiers impairs distincts on choisit « une racine primitive
p-ieme de I'unité dans une extension de F; explicitement o est une racine de 1’équation

AP PP 24 +a+1=0.

On définit ensuite la “somme de Gauss” dans F,(a) par :

et on démontre le lemme suivant

Lemme. Soit 7 I’élément de F(«) introduit ci-dessus.

e (3
(2) 7= (3).
Preuve. On calcule

2= Z (W> Q%Y = Z S(u)a™

z,yeF, p u€F,

avec S(u) == . _, (%) =2 ecF, (W) Pour u = 0 on a S(0) = >, cp, (_7932) = (‘71) (p—1).
(

Pour u € F; la somme S(u) vaut

5 (#5) 5 (F) () 5 () ()

z€F2
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c’est-a-dire S(u) = — (_71) Ainsi :

(G LG

u=

Pour la deuxiéme formule, on écrit que, puisque la caractéristique est ¢ impair, on a :

LB O 5 -0

En utilisant le fait que 7 # 0 & cause de (7) on obtient bien (4i). O

Preuve de la loi de réciprocité quadratique. On a vu que, si g ne divise pas a € Z, on a a(7~1/2 = (%) mod q.

Donc, en appliquant cela & a = p on obtient les égalités suivantes dans F,(«), ot 'on invoque successivement
les formules (1) et (2) du lemme précédent.

P -1 (g—1)/2 q
() _ a2 <<> TZ) _ (= 1)D@D/A -1 _ (1) e-D(a-1/4 (>
q P P

On en tire I’égalité des signes (dans Z par exemple) :

(£)-r ()

E. Applications au nombre de solutions d’équations.

ce qui acheve la preuve.

Nous allons maintenant donner une autre application des sommes de Gauss, et des théorémes élémentaires
sur le nombre de solutions d’équations dans Fq ou Z/NZ.

Théoréme. (Théoreme de Chevalley-Warning) Soit k = F, un corps fini de caractéristique p. Si P €
klx1,...,zy] avec deg(P) < n alors

card{z € k" | P(z) = 0} = O mod p.

En particulier, si P est homogene de degré d < n alors P posséde un zéro non trivial (i.e. distinct de 0).
Preuve. Commengons par calculer la somme des valeurs d’un monome.

mi

Lemme. Soit ™ := z{"" ...x)'" un monéme, alors ) .. x™ est nul sauf si chaque m; est non nul et
divisible par (¢ — 1). En particulier cette somme est nulle dés que my + ...+ m, < (n — 1)q.

Preuve. Remarquons que, comme le polynéme “X%” est le polyndéme constant, il est naturel de prendre ici
la convention 0° = 1. Le calcul

doam= > apt e = (Zx;m)...(zx;"n)

€k (1,0 ) ELT r1€k T, €k

permet de se ramener au cas d’une variable. Si m = 0 alors Zyek y? = q -1, = 0. Si m n’est pas divisible
par ¢ — 1, prenons yo un générateur de k*, alors yi* # 1 et donc

Sy => )" = > y"

yEk yEk yEk
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entraine > ., y™ =0. O

On déduit du lemme que si @ € k[z1,...,z,] avec deg(Q) < (g—1)n, alors ), Q(x) = 0. Soit maintenant
P le polynome de I'énoncé du théoreme de Chevalley-Warning, nous allons appliquer le résultat précédent a
Q =1— P71, Observons que deg(Q) = (¢ — 1) deg(P) < (¢ — 1)n et que Q(x) = 1 si P(z) = 0 alors que
Q(z) =0si P(x) # 0 et x € k™, donc on a I’égalité dans k :

0=> Q@)= Y 1=cad{zek"|Px)=0},

zek™ zek™

P(x)=0

ce qui acheve la preuve, car k est de caractéristique p et donc ml; = 0 équivaut a m = Omod p. O

Exercice. Démontrer par une méthode analogue la généralisation suivante. Soient Py, ..., Ps des polynomes
de degrés di,...,ds avec di + ...+ ds < n, montrer que
card{z € k" | Pi(z) = ... = Py(x) = 0} = 0mod p.

En particulier, si les polyndémes sont homogenes, ils ont un zéro commun non trivial.

Definition. Si Q(z) = Zl<ij<n a;;x;x; est une forme quadratique, on dit qu’elle est non dégénerée si
DQ = det(aij) 7’5 0. o

Commengons par montrer que, si la caractéristique du corps k est différente de deux, on peut remplacer
Q par une forme diagonale Q'(y) = ajy? + ... + a,y2. Ecrivons Q(z) = ‘wAxz, quitte & remplacer la
matrice A par %(tA + A), on peut supposer A symétrique et, si ’on introduit la forme bilinéaire symétrique
B(z,y) = 'wAy on a Q(z) = B(z,z) et B(z,y) = 3 (Q(z+y)— Q(z) — Q(y)). Soit F un sous-espace
vectoriel de k™, on note F*+ = {x € k" | Yy € F, B(x,y) = 0}, alors on a dim F + dim F'+ = n. En effet
considérons ey, ..., e, une base de F' et posons ®(z) = (B(e1,x),...,B(e, x)) de k™ vers k" ; le noyau de
l'application linéaire ® est F'- et son image est k" tout entier car sinon il existerait ai,...,a, non tous
nuls avec 0 = a1 B(ey,z) + ...+ a,Bley,x) = Blaijey + ...+ arep, ), ce qui contredirait que B (ou Q) est
non dégénérée. On en tire bien n = dimKer ® + dimIm ® = dim F + dim F*. Montrons maintenant par
récurrence sur n qu'il existe une base orthogonale. Choisissons e; tel que Q(e;) # 0, alors k™ = (e1) @ {e1)* et
on peut conclure par induction puisque dim({e;)* = n — 1. Si maintenant ey, ..., e, est une base orthogonale
avec QQ(e;) = a; et si on note y1,...,y, les coordonnées du vecteur (z1,...,z,) dans la base ey, ..., e,, on
a:

Q(z1,...,xn) = Qy1e1 + ... + ynen) = aly% +...+ anyi.

Remarquons que, si 'on appelle @’ la forme quadratique de droite et U la matrice de changement de base
on a Do = det(U)?Dg; en particulier si 'on travaille sur F,, on a (%) = (%). Cette remarque est

utilisée dans la preuve du théoreme suivant.

Théoréme. Soit () une forme quadratique en n variables, non dégénérée, a coefficients dans F,, (o1 p # 2)
alors

card{z € (F,)" | Q(z) =0} = p"t +e(p— 1)p%_1

avec
0 sin est impair
€= —1)"/?2D . .
(%) si n est pair
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Preuve. D’apres ce qui précede, nous pouvons nous ramener au cas ou la forme @ est diagonale, c’est-a-dire
Q(z) = a12? + ... + apz? ; notons N, le cardinal que nous voulons calculer. On a :

PN, = Z > (2maQ( ))

a=0 :EGF”

o +_§: S e <2wuug())

a=1 J,EF"

— 271 24 .. 2
_ +Z Z exp( mia(a1 Ty + —|—anxn))
a=1lxy,...,.xn€F, p
p—1 n p—1 n
2maaj
ST Y o () S [ oy
a=1lj=1lz;€F, a=1j5=1

a an\ 22 a\"
wauw<1“'"> (>
p —\p

a

n
Orai...a, = Dg et la somme Zi;} (%) vaut 0 (resp. p — 1) si n est impair (resp. si n pair). On en tire

déja que N, = p" 1 si n est impair. Si n est pair on remarque que

()" = (7(1)2)71/2 = (_1>n/2 o2

p

et on obtient bien la formule annoncée pour N,. O

Remarque. Cet énoncé permet de retrouver de maniere beaucoup plus précise le théoreme de Chevalley-
Warning pour le cas des formes quadratiques. C’est clair si la forme quadratique est non dégénérée ; il faut
ajouter qu'une forme dégénérée peut s’écrire aprés changement de variables Q(x1, ..., T,) = 123 +. . . +a, 22

avec r < n et D’Q :=aj...a, #0. On en tire que dans ce cas
Ny =p" " (0 elp—1pE) =p" T He(p-1)p"E !

N . . . . —-1)"/2D; . .
ol maintenant € est nul si r est impair et vaut <()pQ> sl r est pair.

.y . . o I . ) .
Considérons maintenant une forme quadratique Q(z) = -, <, ai;2;x; a coefficients entiers. Sil'on veut
compter maintenant le nombre de solutions modulo N avec N non nécessairement premier, on pourra avoir
recours aux deux lemmes suivant (dont le premier est une variante du lemme chinois).

Lemme. Posons ¢q(N) := card {x mod N | Q(x) = 0mod N} alors, si M et N sont premiers entre eux, on
a PQ(MN) = 1o(M)pq(N).

Preuve. C’est un corollaire du lemme chinois : on a Q(z) = 0mod M N si et seulement si Q(x) = 0mod N
et Q(z) = 0mod M et de plus chaque paire de classes de congruence = amod M, x = bmod N correspond
a une classe de congruence mod M N. O

Ce lemme permet de se ramener a compter des solutions modulo p™. Ceci peut se faire grace au lemme
suivant qui est un cas particulier du “Lemme de Hensel”.

Lemme. Soit p un nombre premier impair ne divisant pas Dg, définissons I’ensemble des solutions modulo
p™ et “non singulieres” par

Co(p™) == {zmodp™ | Q(z) = 0mod p™ et x Z Omodp} .

14



On a la formule

card Co(p™) = pm=D(n=1) card Cq(p) = plm=Dn=1) (pn,1 Cte(p— l)pgfl) .

Preuve. La deuxieéme égalité est bien str un corollaire de la premiere et du théoréeme précédent. On a
une application évidente de Cq(p™™?) vers Cq(p™) qui & un n-uplet d’entiers modulo p™*! associe le méme
n-uplet d’entiers modulo p™. Il suffit de montrer que cette application est surjective et que chaque fibre a
cardinal p"~! car alors on aura card Co(p™*!) = p" ! cardCo(p™) et le lemme en découle aisément. Soit
donc un n-uplet d’entiers ¢ tel que Q(xo) = 0mod p™, ou encore tel que Q(x) = p™ap, on remarque que :

Qzo +p"z) = Q(zo) + 2™ B(xo, 2) +p2mQ(2) =p™ (ap + 2B(x0, 2)) mod p™H!

m+1 g et seulement si

donc est nul modulo p
ag + 2B(zg, z) = 0mod p.

Comme g #Z 0mod p et B est une forme bilinéaire non dégénérée par hypothese, cette derniere équation est

celle d'un hyperplan (affine) das F} ; il y a donc exactement p"~1 solutions modulo p en z. O

15



Premiére partie (applications I) : Algorithmes, primalité et factorisation.

A. Algorithmes de base.

B. Cryptographie, RSA.

C. Test de Primalité (I).

D. Test de Primalité (II).
E. Factorisation.

A. Algorithmes de base.

On décrit succintement d’une part les principauz algorithmes ainsi que leur complexité ou temps de calcul
théorique. On utilise la notation O(f(n)) pour désigner une fonction < Cf(n) ; par ailleurs, les constantes
apparaissant n’ayant — au moins d’un point de vue théorique — aucune importance seront négligées.

Soit m un entier, une fois qu’on a choisi une base b > 2, on écrit n en base b c’est-a-dire avec des chiffres
a; € [0, b— 1] :
b .
n=ag+ab+...+a.b" =agaiaz...a, , avec disons a, # 0

(les deux choix les plus courants étant b = 10 — écriture décimale usuelle — et b = 2 — écriture binaire,
particulierement adaptée & la programmation sur machine). On considérera une opération sur les chiffres
comme une unique opération (ou encore comme une opération nécessitant O(1) temps machine). Il est
naturel d’appeler complexité du nombre n le nombre de chiffres nécessaires pour le décrire, c’est-a-dire r ;
comme b" < a,b" <n < b on voit que

r< logn <ril
logb

et on décrira donc cette complexité comme proportionnelle a logn. Il est clair que la manipulation de
nombres quelconques de taille n recquiert au moins logn opérations élémentaires ; on considere, tant d’un
point de vue pratique que théorique, quun “bon” algorithme est un algorithme polynomial c’est-a-dire
utilisant O ((logn)") opérations élémentaires. Inversement on considére qu'un algorithme exponentiel, c’est-
a~dire ayant un temps d’exécution ou requérant un nombre d’opérations supérieur & exp(xlogn) = n" est
impraticable (pour n grand bien sir).

Addition. Pour additionner n + m deux nombres avec au plus r chiffres, on doit faire au plus r additions de
deux chiffres et (éventuellement) propager une retenue. Le cott est donc O (logmax(n, m)). Le coit d’une
soustraction est similaire.

Multiplication. Pour calculer n x m, ot n et m sont deux nombres avec au plus r chiffres (avec 1'algorithme
appris a I'école primaire) on effectue au plus 72 multiplications élémentaires et r additions, éventuellement
avec retenues, d’ott un cott en O (r?) = O ((log max(n,m))?).

Remarque. L’algorithme d’addition est optimal (aux constantes prés) mais des méthodes plus sophistiquées
(“transformation de Fourier rapide”) peuvent permettre d’effectuer des multiplications avec un coiit en
O (log max(n,m) loglog max(n, m)?) par exemple.

Division euclidienne. Etant donné a et b > 1, si on calcule (g,7) tels que a = gb+ret 0 <r <b-—1
avec (une variante de) I’algorithme appris a 1’école primaire, on utilise un nombre d’opérations élémentaires
similaire & celui de la multiplication i.e. O(logmax(a,b)?). Pour donner un exemple d’algorithme tortue (a
ne pas utiliser!), proposons la procédure suivante. On commence par poser ¢g = 0 et 7¢ = a. On a donc
a = qob+ 10, si 7o < b, on s’arréte, sinon on calcule ¢ = go + 1 et 1y = ro — b de sorte que a = ¢1b+ 71 et on
obtient le résultat en itérant et s’arrétant quand r,, < b et a = g,b + r,,. Si, disons a > b on doit effectuer
environ a/b soustractions, donc le cotit est O((loga) x (a/b)) (ce qui est exponentiel).

Algorithme d’Euclide (étendu). Il s’agit, étant donné deux entiers a,b de calculer d := pged(a,b) et (u,v) €
Z? tel que au + bv = d (théoreme de Bézout). Le principe est le suivant : on effectue la division de a par b,
disons a = bgy + r1; puis la division de b par r1, disons b = r1qs + ro et plus généralement la division de r,
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par rpn41, disons r, = rp4+1qn+2 + 42 ; On observe que la suite r,, est strictement décroissante et on s’arréte
quand disons r,, 11 = 0 et alors pged(a,b) = r,. En effet

pged(a,b) = pged(b,r1) = pged(ry, r2) = ... = pged(rn, Tng1) = ra.

Pour le calcul de (u,v) on peut procéder ainsi : on pose ug = 1, u; = 0, vg = 0 et v; = 1 puis définir
par récurrence u, = Un_2 — Qplbp_1 €t Uy = Un_2 — @nUn_1. On vérifie immédiatement par récurrence que
au, + bv, = r,. Estimons maintenant le nombre maximal de divisions euclidiennes & effectuer. On peut
supposer rg = a > ry = b, on a ensuite r, = ry11Gnt2 + 42 > Tnal + Fpye. SirTg >711 > ... > 1, =d est
la suite donnant le pged, posons d; = r,,—;, on a alors d; 1o > d;y1 + d;. Posons a := (1 + \/5)/2 la racine
positive de X? = X + 1, onaalors d; > o'. Eneffet dy=d >1=0a", d; >dy+1>2>a' et si 'inégalité
est vraie jusqu'a i+ 1 on a djio > diy1 +d; > o' +af = a2, On conclut que a = d,, > o™ ou encore que
le nombre d’étapes est majoré par log(a)/log(c) = O(loga). Le cotit total est donc O (log max{|al,[b]}?).

Calculs dans Z/NZ. 1l s’agit de faire les opérations d’addition et de multiplications sur deux entiers inférieurs
a N puis de prendre le reste pour la division euclidienne par N. Pour calculer 'inverse de @ modulo N. Le
calcul est un corollaire du précédent : si a est un entier, 'algorithme d’Euclide étendu nous répond soit que
pged(a, N) > 1 — auquel cas a n’est pas inversible modulo N — soit qu'il existe u, v (calculés par I’algorithme)
tels que au + Nv = 1 et alors 'inverse de a est la classe de uw modulo N. Le cotut est donc le méme que celui
de lalgorithme d’Euclide étendu.

Exponentiation. Pour calculer a™ bien sir on pourrait calculer a x a X ...a mais cela obligerait a effectuer
m — 1 multiplications ; on peut faire beaucoup mieux et effectuer le calcul avec O(log m) multiplication. Par
exemple, si m = 2" on élevera r fois au carré, i.e. on effectuera r multiplications. Dans le cas général on
écrira m en binaire m = ¢y + €12+ ... + €,.2" et on calculera :

2

2
2 .
N (T

On peut décrire 'algorithme itérativement ainsi : on part des données initiales (u,v,n) := (1,a,m) et on
itere ainsi : si n est pair, on remplace (u,v,n) par (u,v%,n/2) et si n est impair, on remplace (u,v,n) par
(uv,v?, (n —1)/2), on s’arréte quand n = 0 et on a alors u = ™. Comme n est au moins divisé par deux a
chaque pas, le nombre r d’étapes est tel que 2" < m donc on doit calculer O(logm) multiplications. Si on
calcule mod N on réduit chaque résultat mod N et on fait donc & chaque étape la multiplication d’entiers
< N. Le cott total pour calculer ™ mod N est donc O (log m(log N)2).

Calculs dans F; et F;. Nous supposerons que le corps fini F; = F,; est décrit par un polynome P(X) =
XS4 pr1 X714+ 4 po € Fp[X] unitaire irréductible de degré f ; on identifie donc F,, & F,,[X]/PF,[X] ou
encore a l’espace vectoriel sur F,, de base 1, z, 22, ..., 271 avec I’addition coordonnée par coordonnée et la
multiplication définie par z* -2/ = z'tJ et zf = —pf,lacf_l —...—po. Un élément de F; est donc vu comme
un f-uplet d’entiers modulo p ou comme un polynome de degré < f — 1. Pour effectuer une addition, on
doit effectuer f additions dans Fy, soit un coit O(flogp) = O(logq). Pour effectuer une multiplication on
fait le produit des deux polynomes, soit essentiellement f2 multiplications dans F,, puis on fait la division
euclidienne du résultat par P(X), soit essentiellement O(f) divisions et O(f?) multiplications dans F,. Le
colit d’'une multiplication dans F, est donc O(f?(logp)?) + O(f(logp)?). On remarque que ce coiit est
toujours O((log ¢)) mais que si on choisi ¢ = 2/ par exemple, il est O(f?) = O((log q)?).

B. Cryptographie, RSA.

On ne s’intéresse ici qu’a un seul aspect de la cryptographie, et un seul systeme a “clefs publiques”, dit RSA
du nom de ses trois inventeurs Rivest, Shamir et Adleman — c’est en fait un des plus utilisés.

La cryptographie est art (ou la science) des messages secrets : on veut pouvoir envoyer des informations sans
qu’une autre personne que le destinaire puisse en bénéficier. Un probléme annexe est de pouvoir identifier

avec certitude 'auteur du message. On pense communément que le seul moyen est d’utiliser un “code secret”;
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en fait 'originalité de la cryptographie “a clefs publiques” réside précisément dans le fait que le code n’est pas
secret mais connu (au moins en grande partie) de tous! Ce n’est pas seulement une curiosité mathématique,
c’est aussi le principe régissant les cartes bancaires, les transactions sur Internet, etc ...

Le principe général est le suivant : on appelle M l'ensemble des messages (en pratique on prendra M =
[0, N — 1] ou encore M = Z/NZ) ; deux personnes A et B souhaitant échanger des messages sans qu’une
troisieme personne C puisse les déchiffrer choisissent chacun des bijections fa, fg : M — M ; 'ensemble
M (disons lentier N) est connu de tous, de méme que fa et fp, par contre — et c’est I'idée centrale — la
bijection réciproque fgl (resp. fg 1) n’est connue que de A (resp. de B). Cela ne signifie pas bien siir que,
connaissant fa, il est impossible de calculer fgl mais que ce calcul serait si long qu’il est irréalisable en
pratique ; nous verrons plus loin comment construire de telles fonctions.

Quand A veut envoyer & B un message m € M (disons un entier modulo N), elle envoie en clair m’ =
fe o fit(m) ; noter qu'elle connait fg (qui est dans 'annuaire) et f5 ' (qui est son secret). Pour déchiffrer
le message B calcule fa o fg'(m') qui lui redonne m ; noter qu’elle connait fa (qui est dans I'annuaire) et
s ! (qui est son secret). Le systéme posseéde un double avantage : non seulement C ne pourra déchiffrer le
message qu’en calculant fg ! (ce qui est supposé impraticable) mais B peut étre sire que c’est bien A qui
lui a envoyé le message puisque celui-ci a dii étre codé en utilisant f;l que seul A connait!

Ce procédé est une forme simplifié de procédures connues sous le nom de protocole de Diffie-Hellman (1976) ;
sa sécurité repose sur le choix de fonctions f “& sens unique” c’est-a-dire telles que f soit facile (rapide)
4 calculer mais f~! soit impossible en pratique & calculer. Plusieurs constructions de fonctions ont été
proposées mais une des plus robustes et des plus utilisées repose sur le constat simple que, si p,q sont de
trés grands nombres premiers (disons une centaine de chiffres) alors le calcul de leur produit N := pg peut
s’effectuer trés rapidement (disons dix mille opérations élémentaires), cependant, si ’'on ne connait que N,
le calcul de la factorisation est extrémement long, voire impossible en pratique.

Construisons maintenant les fonctions f4 du systéme RSA. On choisit deux trés grands nombres premiers p et
g, on calcule N := pq et on choisit également un entier d (de taille moyenne) premier avec ¢(N) = (p—1)(¢g—1).
La clef publique est alors (N, d), par contre p et ¢ sont secrets et on pose, pour a entier inférieur & N :

f(a) :== a®mod N.

Pour décoder, on calcule e I'inverse de d modulo ¢(N) et on observe que
f7H0b) = b*mod N

puisque (ad)e =a° = amod N car a®™) = 1mod N.

Remarques. 1) Il y a une petite contrainte sur le “message” a : il doit étre premier avec N (1), Cependant on
observera que la proportion des entiers premiers avec N est ¢(N)/N = (1 —1/p)(1 —1/q) ; ainsi, si p, ¢ sont
par exemple > 1059, la proportion d’entiers non premiers & N est < 2.1075°. 2) Une fois choisis p, q et d, le
calcul de N, ¢(N) et e s'effectue en temps polynomial (rapide) ; de méme l'opération a — f(a) est rapide
tout comme a — f~1(a) si I'on connait e. 3) On peut voir que, au moins heuristiquement, la connaissance
de e permet de factoriser N : si on éerit de — 1 = 2"M (avec M impair), en calculant pged(a®'™ 4 1, N)
pour j = 1,2,... et quelques valeurs de a, on a de bonnes chances de factoriser rapidement N. 4) Ainsi, si
Pon connait seulement la clef publique (IV,d), on doit a priori factoriser N pour calculer ¢(N) puis e. En
effet la connaissance de ¢(N) équivaut & celle de p et ¢ puisque ¢(N) = N — (p+¢q) + 1 (la connaissance du
produit et de la somme de deux entiers permet de déterminer facilement la paire d’entiers).

Ce systeme souleve plusieurs problemes pour lesquelles les réponses sont plus ou moins satisfaisantes.
(i) Comment fabriquer de (tres) grands nombres premiers?
(ii) Quelles sont les méthodes pour factoriser un entier?

(1) Si par mégarde on envoyait un message a = pa’, on pourrait certes encore le décoder par f (a)¢ =

d . . . N , .
pdea’* = p°da’ = a mais C, ou n’importe qui, n’aura qu’a calculer pged(a, N) pour découvrir p et casser le

code!
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(iii) Comment doivent étre choisis p et ¢ dans RSA pour résister aux méthodes de factorisation?

Comme il est clair, par la question (iii), que les nombres premiers ne doivent pas étre trop “spéciaux” la
question (i) est essentiellement équivalente & la question :

(I) (Test de Primalité) Donner un algorithme rapide décidant si un nombre N donné est premier ou composé.

Si I’'on dispose d’un tel algorithme P, on pourra en effet décider d'une taille d’entier (par exemple N ~ 10°°)
choisir aléatoirement un entier Ny impair de cette taille, tester si P(N7) puis P(Ny + 2), P(N1 + 4) jusqu’a
trouver un nombre premier. D’apres les théoremes de répartition des nombres premiers, le nombre de
nombres premiers dans un intervalle [Ny, N1 + H] est environ H/log(N7) ; on peut donc s’attendre & trouver
un nombre premier au bout de O(log(Ny)) essais.

Nous allons voir qu’on dispose de réponses satisfaisantes pour (I) mais seulement de réponses tres partielles
pour les autres questions.

C. Test de Primalité (I).

On considére N impair et le probleme de déterminer si N est premier ou non. On note (M, N) le PGCD de
M et N. La lettre p est réservé a un nombre dont on sait qu’il est premier. Le premier, et en quelque sorte
le parent, de tous les tests de primalité est

Lemme. (Fermat) Si N est premier et (a, N) =1 alors a’¥~! = 1mod N.

Preuve. Le groupe Z/NZ* est d’ordre N — 1, le lemme en découle d’aprés le théoreme de Lagrange.() O

Ce test est “bon” dans le sens ott calculer ™ ~! mod N requiert O(log N) mutiplications (i condition d’utiliser
bien siir I’écriture binaire de N — 1). Cependant il est “mauvais” car il existe des nombres, dit nombres de
Carmichael qui vérifient le test sans étre premiers. On sait méme qu’il en existe une infinité, le plus petit
étant 561 = 3.11.17. On voit facilement qu'un nombre N est de Carmichael si et seulement si N est sans
facteur carré et p—1 divise N —1 pour tout p divisant N. En fait, plus généralement on peut introduire A(NV),
Pexposant du groupe (Z/NZ)*, appelée parfois indicateur de Carmichael ; c’est le plus petit entier naturel
(au sens de la divisibilité ou de 'ordre usuel) tel que pour tout a premier avec N on ait ¢*¥) = 1 mod N.
D’apreés ce que nous avons vu, on sait que, si N = p{"* ... p/"* est impair on a

A(N) = ppem (p" ~H(pr = 1), -, (e — 1))
On a toujours A(IV) divise ¢(IN) et on a égalité seulement si (Z/NZ)* est cyclique, i.e. si N = p® ou 2p~.
Lemme. (Euler®) Si N est premier et (a, N) =1, alors "z = (%) mod N.
Preuve. Si a est un carré b2 alors a~ 2 = V=1 = 1; les carrés forment un sous-groupe d’indice 2 dans le
groupe cyclique Z/NZ* (si N premier) donc si a™ 7 =1 alors a est un carré. O

Ce test, dit test de Solovay-Strassen, est toujours polynomial (pour une valeur de a) et est meilleur que celui
de Fermat; en particulier :

Lemme. Soit H := {a € Z/nZ* | o' = (4%) mod N}, alors H = Z/nZ* si et seulement si N est premier.

Preuve. On a vu que si N est premier, alors H = Z/nZ*. Si p? divise N, il existe a d’ordre p(p — 1) or
p ne divise pas N — 1 donc ¥~ # 1. Si N = ppy...p, avec r > 2, choisissons (par le lemme chinois)
a = 1 modulo ps,...,p, et non carré modulo p; alors (&) = —1 mais a¥~1/2 = 1modps,...p, donc

aWN-1/2£ _1modN. O

Applications.

(1) Montrer le petit théoréme de Fermat & partir du théoréme de Lagange est évidemment un anachronisme.
(2 Appeler lemme d’Euler un énoncé utilisant le symbole de Jacobi ou Legendre est aussi un anachronisme.

19



(i) Test probabiliste polynomial. Si N est composé on a (Z/NZ* : G) > 2 donc en prenant a aléatoirement,
on a au moins une chance sur deux d’avoir a ¢ G. Ainsi, si N passe successivement k tests, on peut
dire qu’il est premier avec une probabilité supérieure & 1 — 27,

(ii) Test déterministe polynomial (sous GRH). La théorie analytique permet de démontrer que, si les fonc-
tions L(, ) ne s’annulent pas pour Re(s) > 1/2 (Hypotheése de Riemann généralisée, GRH), alors pour
tout caractere x : Z/nZ* — C*, il existe un a < 2(log N)? tel que x(a) # 0,1. Ainsi on voit que si N
est composé, il existera a < 2(log N)? qui ne passera pas le test de Solovay-Strassen. En essayant tous
les a € [2,2(log NV)?], on obtient donc un certificat de primalité conditionnel & I'hypothése de Riemann.

On peut améliorer le test et 'algorithme de Solovay-Strassen ainsi.

Lemme. (Rabin-Miller) Soit N impair, posons N —1 = 2°M avec M impair. Si N est premier et (a, N) = 1,
alors ou bien a™ = 1mod N ou bien il existe 0 < r < s — 1 tel que a?M = —1modN.

Preuve. L’ordre de a modulo N est 2M’ avec 0 < t < s et M’ impair divif,ant M. Sit=0alors a™ =1
t— 7 t—
donc ™ =1. Sit >1 alors, comme N est premier, a> ™ = —1donca® M =-1. O

Ce test est meilleur que celui d’Euler car, d’une part la propriété pour la paire a, N entraine celle d’Euler
pour la paire a, N, d’autre part, si N est composé, la proportion de a passant le test raffiné est < 1/4 et
méme souvent plus petite. On a bien sir une version probabiliste polynomiale du test raffiné et une version
déterministe polynomiale sous 'hypothese de Riemann.

(N-1)/2

Remarque. Si N = 3mod4 alors “Rabin-Miller = Solovay-Strassen” et équivaut méme a a
€

+1mod N. En effet (N — 1)/2 est impair et on peut observer que si ¢ = +1 alors (N) = € et que s
a™W=1/2 = +1mod N alors

2\(N—3) /4 N—1)/2
(;)(u'(a)]\(] )/>(G(N)/)a(N1)/2m0dN-

s—1
a2 M

—-

Preuve. (que “Rabin-Miller > Solovay-Strassen”) On sait donc que a¥—1/2 = vaut —1 mod N si
r =s—1et 1 mod N dans tous les autres cas. Cherchons donc a calculer (%) Sia™ =1 mod N alors (%) =
(%)M = (%) — 1 donc on a bien a" 7+ = (%) mod N. Supposons maintenant que a®> ™ = —1mod N.
Soit p; divisant N, écrivons p; — 1 = 2% M;, alors, comme a? M =
la forme 2" 1 L; (avec L; impair). Ainsi, modulo mod p;, on a :

AN g2 Z 2w 2 ) 1 stsi>r 4L
i -1 sisg=r+1

—1modp;, 'ordre de a modulo p; est de

Remarquons qu’on a toujours r + 1 < s;. Appelons h le nombre des p; (éventuellement avec répétition)
tels que s; = r+ 1. On a alors (&) = (—1)". D’autre part modulo 2"*? on a N = 1+ 2°M = [[,p; =
[T;(1+2%) =1+ h2""  mod 2""2. Dans le cas ot r < s — 1, on doit avoir h pair donc (%) =1 et on a bien

a™=1/2 = 1mod N. Dans le cas ott 7 = s — 1 alors h est impair et (&) = —1=a¥"Y/2modN. O

On peut résumer les discussions précédentes en introduisant les ensembles suivants :
Go = (Z/NZ)*
Gy :={a€(Z/NZ)" | aN 1= 1m0dN}
Gy :={a € (Z/NZ)* | aN=D/2 = £1mod N}
Gs:={a€ (Z/NZ)" | a(N 1)/2 = (&£)mod N}
S:={a€(Z/NZ)* | a™ =1mod N ou il existe r € [0, s — 1], tel que a* ™ = —1mod N }

On a toujours S C G3 C Gy C G1 C Gq et on a égalité partout si et seulement si N est premier ou encore
si et seulement si G3 = Gg. Par ailleurs, Gy, G2 et G3 sont des sous-groupes mais pas en général S, méme
si, dans le cas N = 3mod4 on a vu que Gy = G3 = S. En effet S est stable par inversion et si a,b € S ne
vérifient pas la méme congruence ou tous deux a™ = b =1 alors ab € S mais si a®> M = b2"M = —1 on peut
avoir ab ¢ S. Par exemple si €2 = 1 mais € # +1 et si a? = —1 (ce qui impose N = 1mod4) alors a € S
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et ae € S puisque (ae)* = —1. Cependant (ea?)M = eMa*M = —¢ £ +1 et (ea?)?M =1 donc ea® ¢ S. En
considérant a — (&) aN=1/2 de G, vers {£1}, on voit que (G2 : G3) =1 ou 2. On va maintenant tenter
de calculer le cardinal de ’ensemble S.

Définition. Soit A, B des entiers, on pose

¢(A; B) = card {a € (Z/AZ)* | a” = 1mod A} .

Lemme. Soit t >0, N =1+ 2°M = p{* ...pp* (avec M impair), posons p; — 1 = 2% M;, s, = min(t, s;) et
t; := pged(M, M;), alors
G(N, 2 M) = 2515y gy

Par ailleurs le cardinal de I’ensemble

{a € (Z/NZ)" | a®M = —lmodN}

est nul si t > min; s; et égal & (N, 2! M) = 2tFt; ...ty si t < min, s;.

Preuve. Notons N = p{*...pp*. On a a?M = 1mod N si et seulement si a2 ™ = 1mod p}’ pour j =

g

1,..., k. Maintenant (Z/p?'7Z)* est cyclique de cardinal (p; — 1)p; ~! donc le nombre de solution est
a;—1 S min(t,s;
pged(2'M, (p; — 1)p;? ") = pged(2' M, 2% M;) = 2mn(hsi)

Par le lemme chinois, le nombre de solution modulo N est donc le produit de ces nombres comme annoncé.
Pour la deuxieéme affirmation, on voit tout de suite que soit il n’existe aucune solution soit il en existe une et

alors I’ensemble des solutions est en bijection avec les solutions de la congruence précédente. La congruence
t (7] , . . .. aj—1 N . . .
a?M=_1 modpj] est résoluble si et seulement si 2°7! divise (p; — 1)10jJ , c’est-a-dire si et seulement si

t+1<s; d’ou le résultat. O
Supposons s; < sp < ... < s,. En décomposant I'ensemble S en Sy := {a € (Z/NZ)* | a™ = 1mod N} et
T; = {a € (Z/NZ)* | a?M = —1mod N} pour 0 < j < s7 —1, on obtient, en appliquant le lemme & chacun
de ces ensembles :
2k 4 ok _ 9
card(S) =ty ...t <1+ 1+2k+...+2k(51—1)> =ty.. .t (2:1> .

La proportion de a € G qui passe le test de Rabin-Miller est donc

card(S) _ t1...tk 278178k oks1 4 9k _ 9
CaI‘d(Go) o Ml...Mkp‘flfl,_,pzk_l 2k —1

Remarque Les deux cas les plus “méchants” sont les cas suivants :
(i) On a N = pq avec ¢ = 2p — 1 et p = 3mod4. Par exemple N = 3-5, N = 7-13 etc. On a alors
P = 1+2M1 et q = 1+4M1 et N = (1+2M1)(1+4M1) = 1+2M1(3—|—4M1) donc tl = tQ = M1 = Mg
et ainsi

card(S) 1

card(Gop) 4’

(iil) Ona N =pgr =1+ 2M avec p=1+2M;, g =1+ 2My, r = 1 + 2M3 et M; divise M. On obtient
alors la proportion 1/4 également. Exemple : N =8911=7-19-67 (ona M; =3, My =9, M3 =33 et
M = 4455 = 34 . 5 11).

En effet, on peut supposer a3 = ... = aj = 1 sinon la proportion est < 1/p; qu’on peut supposer dans la
pratique arbitrairement petit(2). Si 'un des M; est distinct de ¢; alors ¢y ...t /My ... My < 1/3. Ensuite

ks k k
281...sk<2 vz 2) <ok 72, b g

2k —1 2k —1 2k —1 — ’

(2) Néanmoins remarquons que pour N = 32, on trouve |S|/|Go| = 1/3
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donc la proportion est <1/8si k>4 et <1/4sik=3. Sik=2etsil'un des M; est distinct de ¢; alors la
proportion est < 1/6. Si k =2 et My = t; (i.e. M; divise M) et My = t5 (i.e. My divise M) on voit que
M; = My donc s1 < sy (sinon p; = pg). On écrit que la proportion est < (251752 4 21751752} /3 donc < 1/4
sis; =1let so =2 mais <1/8sisg =1etsy>3et <3/16sisy>s; > 2. Revenons au cas k = 3 et les
M; sont égaux aux t;; la proportion est égale & 2751752753(23%1 4+ 6)/7. Si s; > 2 on trouve une proportion
<(1+3-279)/7=5/32 < 1/6,si s; =1 et s3 > 2, on trouve une proportion < (1/2+ 3-273)/7 = 1/8.
Dans le cas olt 81 = s9 = s3 = 1, on retrouve 1/4.

D. Test de Primalité (II).

On expose dans ce paragraphe Ualgorithme d’Agrawal-Kayal-Saxena [A-K-S] datant de juillet 2002, exposé
dans leur article “ PRIMES is in P 7, donnant un test de primalité en temps polynomial.

L’idée de départ est de pratiquer des tests dans Z[X]. Par exemple on a facilement que si N est premier
alors (X —a)¥ = X» — amod N mais ce test a évidemment I'inconvénient majeur de nécessiter le calcul de
N coefficients. Qu’a cela ne tienne!

Lemme. Soit N premier et h(X) € Z[X]| un polynéme de degré r, alors
(X —a)¥ = XN — a mod(N, h(X)).

Rappelons que, dans un anneau, la notation a = bmod I signifie que a — b appartient a 'idéal I et que,
(a1, ...,an) désigne I'idéal engendré par ay,...,a,, ; ainsi la congruence du lemme se traduit par : il existe
P,Q € Z[X] tels que (X —a)V — (XN —a) = NP(X) + h(X)Q(X).

1l faut remarquer que, si r est O((log V)*), alors le test reste polynomial. Le probléme est de choisir les paires
a, h(X) de sorte qu’elles détectent la non primalité. La solution de [A-K-S] est de choisir h(X) = X" —1
avec r premier “trés bien choisi”, en particulier r = O((log N)*), et de montrer qu’il suffit alors de tester
les a € [1, L] avec L = O(y/rlog N) pour s’assurer que N est premier, ou éventuellement une puissance d’un
nombre premier — ce qui n’est pas trés génant.

L’argument est essentiellement algébrique et combinatoire mais utilise un argument de répartition des nom-
bres premiers, en fait une forme faible du théoréme des nombres premiers qui dit que la somme des logp
pour p premier inférieur a x est > c;x avec une constante ¢; > 0. Résumons ce qu’on utilise dans un lemme.

Lemme. Soit Y > 1, soit N > 2 entier, il existe un nombre premier r vérifiant :
(i) L’ordre de N modulo r est au moins Y.
(i) Onar =0 (Y%logN).

Preuve. Posons A :=[]; <y<Y(N ¥ — 1) ; soit r le plus petit nombre premier ne divisant pas A, alors pour
y <Y on a NY # 1modr donc la condition (i) est satisfaite. Par ailleurs chaque p < r divise A alors que
A< NYX+D/2 done
YV +1
cir <) logp <log A < Yo+l

p<r

log N.

On en tire bien 7 = O (Y2log N). O

Remarque. On peut ajouter que, comme l'ordre de N modulo r divise » — 1, on a forcément r > Y.
On utilisera également le lemme combinatoire élémentaire suivant

Lemme. Le cardinal de ’ensemble des monomes de degré < k est

L+k
card{(ml,...,mL)|mi206tm1+...+mL§k}C§+k( + >

k

De plus on a Pestimation
(L + k) < omin(L.k)
i >
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Preuve. La premiere formule est classique et peut, par exemple, se démontrer par récurrence (appeler
f(L,k) le cardinal en question, vérifier que f(L,0) =1, f(1,k) = k+ 1 et montrer que f(L,k) = f(L,k —
1)+ f(L — 1,k)). Pour la minoration on observe que, si k < L on a

> ok

<L+I<:> _ T4k (LHR)(L4E-1). (L+2)(L+1) :'ﬁ<L+k—i)

k KL k(k—1)...2.1 k=

et si L > k on renverse le role de L et k. O

- e s s . L+k
Remarque. On peut souvent améliorer 1'inégalité ; par exemple, si 1 < k < L alors ( : ) >2K(L+1)/2
donc, si L > 5 on a (L;:k) > ok+1

Enongons maintenant une version du théoreme principal d’Agrawal-Kayal-Saxena.

Théoreme. Soit N > 2 et soit r un nombre premier tel que
(i) Aucun nombre premier < r ne divise N.
(ii) On a ord(N modr) > (2log N/log2)? + 1.
(iii) Pour 1 <a<r—1ona
(X —a) = XN —amod (N, X" —1).

Alors N est une puissance d’un nombre premier.

Remarques. Pour démontrer le théoréme on supposera seulement 'hypothese (i4i) vérifiée pour 1 < a < L
et on verra qu'on peut prendre L plus petit que r — 1. D’apres le lemme analytique, on peut choisir
r =0 ((log N)®) tel que (i) soit vérifié et on aura forcément r > (2log N/log2)? + 1. Ainsi il est clair que
le théoreme implique que I’algorithme suivant est correct et polynomial.

ALGORITHME. [A-K-S] On rentre N et I'algorithme sort “Premier” ou “Composé”.

(1) On vérifie si N = a® avec b > 2, si oui STOP

(2) On essaie r = 2,3... premiers. Sir divise N, STOP, sinon on vérifie si r est premier avec NY — 1 pour
y=1,2,....Y, avec Y = [(2log N/log?2)?] + 1, si oui, on garde ce r et on passe a I'étape suivante,
sinon, on cherche r plus grand

(3) On essaie pour a = 1,2,3,4, ... (on s’arrétera ar — 1) si (X —a)¥ # XY —a mod(N, X" — 1). Si oui,
alors STOP, sinon on passe a a + 1

(4) Si on rencontre un STOP, on affiche “Composé”, sinon on affiche “Premier”.

Discutons brievement de la complexité (sans chercher a optimiser). On voit facilement que la partie la plus
longue est la vérification (3) qui requiert O(rlog N) multiplications dans 'anneau Z[X]/ (N, X" — 1) dont
chacune utilise au plus O((rlog N)?) opérations élémentaires donc en tout on obtient O((rlog N)3). Si on
ajoute que 7 = O ((log N)®) on obtient une complexité au plus O ((log N)'#).

Passons & la preuve du théoréme. Notons p un diviseur premier de N. On notera d; := ord(N modr),
dy = ord(p modr) et d := ppcm(dy, d2). Remarquons que d; (resp. dg) est ordre du sous-groupe engendré
par N (resp. par p) dans (Z/rZ)* et que d est donc l'ordre du sous-groupe engendré par N et p dans (Z/rZ)*.
Choisissons ensuite ~(X) un facteur irréductible de ®,(X) := (X" —1)/(X — 1) dans F,[X]. Remarquons,
méme si nous n’en aurons pas besoin qu’on peut montrer que deg(h) = ds. On va travailler dans le corps
K :=F,[X]/(h(X)) ; c’est un corps fini (isomorphe & Fa,) qu’on obtient donc en rajoutant a F, une racine
primitive r-ieme de 'unité. Il est naturel de considérer G le sous-groupe de K* engendré par les classes de
(X —a) pour 1 <a < L. Le coeur de la preuve consiste & majorer et minorer le cardinal de G.

Lemme. On a la minoration :

Card(G) > <L ;; d; 1) Z 2min(L,d*1).
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Remarque. En reprenant la remarque suivant le lemme combinatoire, on obtient par exemple que, si 1 <
d—1< L alors card(G) > 2% et si L < d alors card(G) > 2E+1,

Preuve. Au vu du lemme combinatoire rappelé ci-dessus, il suffit de montrer que les classes des éléments

L
H (X —a)™e, pour mg > 0 et Zmagd—l
1<a<L a=1

sont toutes distinctes dans K. Tout d’abord les a sont distincts modulo p car sinon on aurait p < L < 7,
or on a supposé N non divisible par les premiers inférieurs a r donc p > r ; ainsi nos polynomes restent
distincts dans F,[X]. On fait ensuite la remarque-clef que si P = [[,.,., (X —a)™« alors on a d'une part

P(X)N = P(X™)mod(N, X" — 1) mais également P(X)? = P(X?)mod p donc les deux congruences sont
valables mod(p, X™ — 1). On obtient ainsi

Pour m = N'p/, on a P(X)™ = P(X™)mod(p, X" — 1), ou encore mod(p, h(X)).

Soient maintenant P, @ deux polynémes de la forme ci-dessus (vus dans F,,[X]) et supposons qu’ils aient la
méme classe dans K, i.e. supposons P = Q@ mod(p, h(X)). Soit x la classe de X ; c’est une racine primitive
r-ieme dans K et on a

(P—@Q)(=™) =0, pour me (N,p)C (Z/rZ)".

Mais 'on sait que N et p engendre un sous-groupe de cardinal d dans (Z/rZ)* donc le polynéme P — @
posede au moins d racines et comme deg(P — Q) < d — 1 on conclut bien que P = @ (d’abord dans F,[X]
puis, si 'on veut, dans Z[X]). O

Pour majorer |G| nous noterons g un générateur de G (c’est un sous-groupe de K* donc il est cyclique) et
introduisons ’ensemble ci-dessous.

Définition. On pose T =7, :={m e N | g(X)" = g(X™) mod(X" — 1,p)}.

Les propriétés principales de Z sont :

Lemme. L’ensemble T vérifie les propriétés suivantes.
(i) N et p sont dans T.
(ii) T est multiplicatif i.e, si my et ma € T alors myms € I.
(iii) Simy et mg € T vérifient my = memodr alors en fait m; = my mod card(G).

Preuve. La premiere propriété a déja été prouvé. Pour (ii) écrivons

g(X)™H = (g(X)™)"™ = (9(X™)"™ mod(p, X7 = 1)

et observons que, puisque mqe € Z, on a g(Y)™2 = g(Y™2)mod(p,Y" — 1) et donc en substituant ¥ = X™
on obtient

(g(X™)™ = g(X™2) 4 pQy (X™) + (X™" — 1)Qa(X"™) = g(X"™™) mod(p, X" — 1).
Pour démontrer (iii) supposons donc my et mg € Zy et mo = my + kr avec k > 0. On a donc
g(X)™? = g(X™) mod(X" —1,p) et donc mod(h(X),p)
ainsi g(X)™ k" = g(X™ k) dans K. Mais X™+F" = X™1 mod(X" — 1) et donc mod(h(X)). Ainsi on
obtient dans K* I’égalité :
g(X) ™ g(X)F = g(X™) = g(X)™

la derniere égalité provenant de I’hypothese my € Z. On en tire bien sir g(X)¥" =1 € K* et donc card(G)
divise kr = mgo — mq. O
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Pour apppliquer le lemme, on utilise que N, p et donc tous les N*p’ sont dans Z et on se rappelle que ces
éléments engendrent un sous-groupe de cardinal d dans (Z/rZ)*. Si on pose

E:={(i,j) e NxN|[0<i,j<[Vd]}

alors le cardinal de E est ([\/ﬁ] +1)% > d. Par le principe des tiroirs(*), il y a deux éléments N1pit et N2p
congrus modulo r avec (i1, 1) et (ig, j2) distincts dans E. Ces deux éléments N*1pt et N*2p72 sont donc
congrus modulo card(G). Supposons d’abord que N"pit % N*2pi2 ce qui entraine donc que

card(G) < |[Npit — Nizpiz| < N2V,
Si 'on combine cette majoration avec la minoration obtenue précédemment, on voit que :
min(L + 1,d) log 2 < (2v/d) log N.

Or, si l'on avait L > d, on en tirerait v/d < 2log N/log2 ou encore d < (2log N/log2)?. Mais cette
inégalité est contradictoire car, par construction, d > d; et, par hypothese, d; > (2log N/log2)?. Si L < d,
on en tire (L + 1)log2 < (2v/d)log N et, comme d < 7 — 1 on aurait (L 4+ 1)log2 < 2v/7 — llog N. 1l
suffit donc que L > 2v/r — 11log N/log 2 soit suffisamment grand pour conclure que Népit = N%2pi2. Le
choix L = r — 1 convient™*) puisqu’alors I'inégalité voulue équivaut & 7 —1 > 2log N/log2 ou encore
r > (2log N/log2)? + 1. On termine en remarquant que I’égalité N¥1p/t = Ni2pi2 entraine aisément que
N=p*. 0O

E. Factorisation.

On considere brievement et, par la force des choses, de manieére tres insatisfaisante, le probleme de la
factorisation : ayant établi, par un test de primalité, qu'un entier N n’est pas premier, comment calculer sa
factorisation ? Commengons par observer que le probleme de la factorisation (compléte) est essentiellement
équivalent au probleme de trouver un facteur, en effet 'itération de ce procédé donnera bien la factorisation
complete.

La méthode naive pour factoriser consiste a voir si 2 divise N, puis si 3 divise N, etc. Si N = pq avec p
et ¢ sensiblement de la méme taille, i.e. p ~ ¢ ~ v/ N on voit qu’on devra effectuer O(v/N) divisions avant
d’arriver a factoriser N. L’algorithme naif est donc exponentiel.

11 existe des algorithmes plus performants, en fait un des meilleurs algorithmes connus (utilisant les “courbes
elliptiques”) a un nombre d’opérations estimé par exp(C+/log ploglog p) ou p est le plus petit facteur premier
de N. Dans le cas ot N = pq avec p ~ g ~ v/N on obtient donc un algorithme avec une complexité en
exp(C’'(log N)*) (avec k < 1) qui croit beaucoup moins vite que N* mais beaucoup plus vite que (log N)".
On dit qu’on a un algorithme sous-exponentiel. Un autre algorithme (“crible du corps de nombres”) produit
une complexité en exp (C(log N)/3(loglog N)2/3). En pratique, on sait aujourd’hui (2004) factoriser en
quelques heures un nombre entier de cent chiffres, on arrive a factoriser en plusieurs mois avec plusieurs
ordinateurs un nombre de cent cinquante chiffres et on ne sait pas factoriser sur la durée d’une vie humaine
un nombre RSA de disons trois cents chiffres. Une observation curieuse est que la complexité des divers
algorithmes (prouvée, probabilistique ou heuristique) tend & prendre la forme d’une fonction

L(b,N) := exp (C(log N)*(loglog N)*7*) .

Le cas b = 0, c’est-a-dire (log N)° correspond aux algorithmes polynomiaux, le cas b = 1 c’est-a-dire N¢
correspond aux algorithmes exponentiels et le cas 0 < b < 1 aux algorithmes sous-exponentiels ; les deux
algorithmes cités ci-dessus ont une complexité estimée & L(1/2, N) et L(1/3,N).

(*) le principe des tiroirs dit que si Pon range n + 1 chaussettes dans n tiroirs, un des tiroirs au moins
contiendra deux chaussettes.
(*) Cependant on notera qu’on peut prendre L = O(y/rlog N), ce qui permet d’améliorer un peu I'estimation
de la complexité.
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Nous n’allons pas présenter les algorithmes les plus puissants qui recquierent des outils dépassant le niveau
de ce cours mais seulement un algorithme améliorant ’algorithme naif et esquisser un autre algorithme plus
puissant.

On note p un facteur premier de N.

Algorithme p de Pollard. On procede ainsi : on choisi ag entre 1 et N et on calcule la suite définie par
aiv1 = f(a;) ot f(a) := a®+1mod N. On choisit k “assez grand mais pas trop” et on calcule pged(ags, —az, N)
en espérant qu’il soit non trivial ; si c’est le cas on a trouvé une factorisation, sinon on réessaie avec k plus
grand. Nous expliquons ci-dessous pourquoi, au moins statistiquement, il existe un k d’ordre O(,/p) avec p
divisant pged(agr — ag, N), admettant cela, on voit que la complexité de lalgorithme est, avec une bonne
probabilité, O(,/p) donc en particulier O(V/N).

L’analyse de la complexité est basée sur I'hypothese que la suite a; modulo p est suffisamment “aléatoire”,
ce qui est assez bien vérifié par I'expérience et la pratique. Or la probabilité que » nombres modulo p tirés
“au hasard” soient tous distincts est*)

() (D) (5l 52)

Si I'on prend 7 de I'ordre de ,/p disons r > 2,/p, la probabilité que deux des nombres soient égaux (modulo p)
sera > 1/2 donc on a une bonne chance d’avoir deux indices i < j < r avec a; = aj mod p. Vu la construction
de la suite on aura a;{m = Gj4n, mod p pour tout m > 0 et en particulier en prenant m =j —2iet k=5 —1
on aura ap = asr mod p.

Le deuxieme algorithme, que nous ne ferons qu’esquisser, est basé sur la remarque que le nombre d’éléments
a € (Z/NZ)* tels que a? = 1 est au moins égal & 4 si N posséde au moins deux facteurs premiers distincts. Si
on savait calculer une racine carrée dans (Z/NZ)*, disons A(x) par un algorithme rapide 4 , alors on pourrait
factoriser N ainsi : on prend a au hasard et on calcule b = A(a?) ; on a alors bien str a?> = b>mod N ou
encore N divise (a+b)(a—b), or il y a (au moins) une chance sur deux pour que +bmod N ne soit pas la racine
carrée calculée par A et dans ce cas le calcul de pged(V, a+b) ou de pged(N, a—b) fournira une factorisation.
Malheureusement ou heureusement on ne connait pas d’algorithme A rapide (on peut méme penser qu’il
n’en existe pas). Une extension de cette idée est la suivante : au lieu de chercher directement une égalité
a? = b2 mod N on cherche & la fabriquer. Pour cela on prend au hasard a proche de v/N et réduit a? modulo
N (on a intérét & prendre le représentant dans [—N/2, N/2]) et on regarde si on peut le factoriser avec des
petits nombres premiers. Une fois qu’on a obtenu quelques a; et b; de ce type, on cherche une combinaison de
ceux-ci qui fournissent une égalité du type []; a? =[] y bjz- mod N. Convenablement quantifié, cet algorithme
a une complexité moyenne L(1/2, N) — ce qui est déja remarquable méme si insuffisant pour factoriser de
trés grands nombres.

Exemples de précautions & prendre dans le choix de p et ¢ pour la méthode RSA (nous ne donnons que
quelques indications tres élémentaires, la question est assez complexe et en fait largement ouverte).

1) 11 faut que |p—q| soit grand. En effet écrivons ¢ = p+ 4 et supposons § beaucoup plus petit que p. Comme
N = pq alors VN =py/1+§/p ~ p+ 9§ et on pourra trouver p avec un algorithme naif en O(9) étapes!

2) 1l faut que p — 1 (resp. ¢ — 1) ne soit pas trop friable c’est & dire ne puisse pas se factoriser trop vite, par
exemple ne soit pas le produit de nombres premiers petits ; en effet choisissons C' > 0 et notons pq,...,px
les premiers inférieurs & C, I'ensemble S := {s = p{"* ...p["* | s < N} a un cardinal O((log N)"*) et on
peut donc calculer pged(a® — 1, N) pour quelques valeurs de a et @ € S en temps polynomial. Sip—1¢€ S
(c’est-a-dire si p — 1 n’a que des facteurs premiers < C') on a de trés bonnes chances d’arriver a factoriser N
ainsi.

3) Une contrainte moins évidente est qu’il faut que l'exposant “secret” e ne soit pas trop petit. Il est clair
que si e = O(log N) par exemple alors en faisant O(log N) essais on trouvera e mais en fait on peut montrer
qu'il faut éviter que e < N1/4.

() Exemple. Si n > 23, la probabilité que, parmi n personnes, deux aient le méme anniversaire est
supérieure a 1/2.
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Ces remarques relativement triviales peuvent faire douter de la sécurité du systeme RSA. Un support
théorique est néanmoins fourni par les considérations suivantes. Appelons P la classe des problemes pour
lesquels il existe un algorithme polynomial (par exemple le probleme de décider si un nombre est premier est
dans P d’apreés Agrawal-Kayal-Saxena). On peut définir une classe NP a priori plus vaste qui est celle des
problémes pour lesquels il existe un algorithme de vérification polynomial (par exemple le probleme de la
factorisation d’un nombre est clairement dans NP puisque, si I’on donne une factorisation, on peut la vérifier
en temps polynomial). La sécurité du systéme RSA repose, du point de vue théorique, sur 'hypothése que
le probleme de la factorisation n’est pas dans P. En fait c’est un cas spécial du grand probleme de la théorie
de la complexité**)
A-t-on P ANP ?

(**) Le probleme P # NP est un des sept problémes pour la solution desquels la fondation Clay offre un
million de dollars.
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Premiére partie (applications IT) : Codes correcteurs.

A. Généralités sur les codes correcteurs.
B. Codes linéaires cycliques.

A. Généralités sur les codes correcteurs.

On donne un bref apercu d’une autre application industrielle de 'algebre et l’arithmétique : la construction
de “codes correcteurs d’erreurs” permettant, dans une certaine mesure de restituer un message d’information
st la transmission est légérement défectueuse. Cette technique est a la base par exemple de la fabrication de
lecteurs de compact disque, de la transmission d’images par les sondes spatiales, etc. Pour le lecteur que
cette initiation laisserait sur sa faim, je recommande les derniers chapitres du livre de Demazure, Cours
d’algebre.

Pour transmettre des informations, on admettra qu’on utilise un alphabet fini @ comportant g symboles ou
lettres et qu’on envoie des mots de longueur n fixée; un mot est donc un élément de Q™. On peut penser
au language binaire, i.e. Q := {0,1}, ou aux codes génétiques, par exemple Q := {A,C,G,U} - les bases
de 'ARN sont A pour adénine, C pour cytidine, G pour guanine et U pour uracile. Nous prendrons le plus
souvent ’exemple de Q := F, ce qui a I'inconvénient de limiter les valeurs possibles de ¢ mais I’avantage de
donner une structure plus riche.

L’ensemble des mots Q™ peut étre muni de la distance de Hamming définie comme suit. Siz = (z1,...,2,) €
Q" etz = (xf,...,2,) € Q" alors

d(z,2") := card{i € [1,n] | z; # }}.

On vérifie aisément que c’est bien une distance.

Un code est un sous-ensemble C C Q™ comportant au moins deux éléments Q™; on définit la distance d’un
code comme

. !
d(C) = xyrér;l{léc d(z,x").
Le principe consiste, une fois choisi un code C, a n’envoyer que des messages avec des mots appartenant a
C. Observons que l'on peut par ce procédé repérer jusqu'a d (C) — 1 erreurs de transmission sur un mot; de
plus si ¢ erreurs ont été commises durant la transmission d’un mot et si 2t +1 < d(C) on voit qu’il existe un
seul mot de C situé a une distance < t du mot recgu; en conclusion le code permet de corriger t erreurs, on
dit qu’il est t-correcteur. Sil’on note d = d(C) la distance du code et t = ¢ (C) le nombre maximal d’erreurs
qui est systématiquement corrigé par le code, on voit facilement que la relation entre les deux est donnée par
t = [%] ou inversement d = 2t + 1 ou 2t + 2. Sauf sur des exemples, nous laisserons de coté la question
du décodage, c’est-a-dire essentiellement 1’étude d’algorithmes permettant de trouver le mot du code situé a
distance minimale d’un mot donné (noter que l'on ne peut en général garantir a priori I'unicité de ce mot
que sous certaines conditions). Une des qualités demandées & un code est évidemment de corriger ou repérer
le plus possible d’erreurs (on peut aussi demander que le décodage soit le plus simple possible), une qualité
intuitivement évidente est d’occuper le moins de place possible; on peut formaliser cette idée en introduisant
le tauz de correction t/n, et le taux d’information qu’on définit comme la proportion logcard (C) /nlogq.
La théorie de I'information, développée par Shannon, indique que, si ’on accepte d’envoyer des messages de
plus en plus long (i.e. de prendre n trés grand), il existe des codes aussi slirs que 'on veut, avec un taux
d’information proche de 1 ; cependant le théoreme de Shannon est un théoreme d’existence, il ne dit pas

comment construire les codes en question.

Nous allons en fait exclusivement nous occuper des codes linéaires pour lesquels 1'alphabet est (en bijection
avec) un corps fini Fy, 'espace des mots est donc (en bijection avec) I'espace vectoriel (F,)™ et C est un
sous-espace vectoriel. Dans le cas ¢ = 2 on parle de codes binaires, dans le cas ¢ = 3 on parle de codes
ternaires, etc.

Les parametres les plus importants d’un code linéaire sont le cardinal de ’alphabet ¢ = card Q, sa longueur
disons n, sa dimension disons k := dim C, sa distance d (C), son taux de correction et son taux d’information
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Remarque. Soit C C F{ un code linéaire, définissons le poids d'un élément w(x) comme le nombre de

composantes non nulle de z (en anglais “weight”). On a visiblement

(€)= onzec d(0,z) = o%élcw(w)'

Exemples.

1) L’exemple le plus basique de code est l'utilisation d’un bit de parité : pour transmettre un mot z =
(x1,...,7n_1) € (F2)" ! on envoie = (x1,...,2n_1,71+...+7n_1) € (F2)™. Pour voir si le message recu
' = (x1,...,2,) est correct on vérifie si z, = 1 + ...+ 2,_1. Ce code est de longueur n, de dimension
n — 1 et permet de repérer une erreur, mais pas de la corriger, sa distance est 2.

2) Code de Hamming ; prenons I’ensemble des mots de sept chiffres binaires ¢ = 2, n = 7, et C le code ayant
pour base

€y —

—_— O = = OO

0
1
1
0 , €y =
1
0

OO OO = =
[§N)
o
\
D
w
Il
—_— O == O oO0OO

0 0

Le principe du codage est simple : pour transmettre un message m = (mg, mq, mo, m3), on transmet
T = mopeg + mie; + moes + mges. Expliquons sur cet exemple simple le décodage sous ’hypothése qu’une
erreur au plus a été commise. Apres avoir requ le message x = (xg,. .., xg), on vérifie si L(x) = 0 avec

L(x) = (xo + x3 + x5 + 26, 1 + &3 + T4 + T6, T2 + T4 + T5 + T¢)-

Si L(z) = 0, le message est correct, si L(z) = (1,0,0) il faut corriger zo, si L(x) = (0, 1,0) il faut corriger
x1, si L(z) = (1,0,1) il faut corriger x5, si L(z) = (1,1,1) il faut corriger x¢; on a alors m = (zg, 21, =5, Tg).

Notons T(z1,...,x7) := (x7,21,...,26) le “décalage”, de sorte que T'(eg) = ey, T(e1) = ea, T'(e2) = e3 et
T(e3) = eg + e1 + ez, ainsi T(C) = C (on dira que C est cyclique). Il est facile de voir que chaque vecteur
non nul de C possede au moins trois coordonnées non nulles et d’en déduire d (C) = 3. Ainsi ce code est
1-correcteur et repere deux erreurs.

Ilustration amusante. Le code précédent suggere quil est possible de retrouver un élément de F3 (soit
disons un entier entre 0 et 15) & partir d'un élément de F7 (soit disons sept informations oui/non) si au plus
une erreur est commise (soit au plus une des informations est fausse). En voici une version, avec les sept
questions suivantes, pour trouver un entier N entre 0 et 15 :

1) L’entier N est-il > 8 ?
2) L’entier N est-il dans {4,5,6,7,12,13,14,15} ?

) L’entier N est-il dans {2,3,6,7,10,11,14,15} ?
) L’entier N est-il impair ?
5) L’entier N est-il dans {1,2,4,7,9,10,12,15} ?
6) L’entier N est-il dans {1,2,5,6,8,11,12,15} ?
7) L’entier N est-il dans {1,3,4,6,8,10,13,15} ?

R

On laisse en exercice la justification de I’algorithme suivant. On note m = (my, ..., my) les réponses (m; = 1
si la i-éme réponse est oui, m; = 0 sinon) et on calcule a; = my + ms + mg + mrz, az = Mo + mg + mg + my
et ag = my1 + mg + ms +my. Sia; = az = az = 0, on conclut qu’il n’y a pas eu d’erreur, sinon on change
la r-éme réponse m, avec r = a@jazas (écriture en numération binaire) et le nombre cherché s’écrit alors
N = mimomazmy.

Montrons maintenant comment caractériser et fabriquer des codes et comment déduire de nouveaux codes a
partir de codes donnés, en utilisant I’algebre linéaire élémentaire. On note n la longueur des codes et k leur
dimension, sauf mention contraire.
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Définition. Une matrice génératrice d’un code C est une matrice dont les lignes forment une base de C. (C’est
donc une matrice de rang k ayant k lignes et n colonnes). Une matrice vérificatrice d’'un code C est une
matrice dont les lignes forment une base de des formes linéaires s’annulant sur C. (C’est donc une matrice
de rang n — k ayant n — k lignes et n colonnes).

Remarques. Se donner une matrice génératrice équivaut bien siir a se donner une base de ’espace vectoriel C,
se donner une matrice vérificatrice équivaut bien str a se donner une base des équations linéaires définissant
C dans Fy/. Si A est une matrice génératrice, B une matrice vérificatrice, on voit aisément que A'B =0 ou
encore B'A = 0. Par ailleurs, on peut reconnaitre la distance du code comme le plus petit nombre d tel qu’il

existe d vecteurs colonnes de B distincts et liés.

Supposons un code C donné avec une matrice vérificatrice B et supposons que le code est 1-correcteur,
montrons comment décoder un message recu x’ différant du message envoyé x en au plus une coordonnée.
Tout d’abord si 'on note € = 2’ — x 'erreur commise, on voit que B(z’) = B(e). Calculons donc B(z'),
si ce dernier est nul, alors aucune erreur n’a été commise; sinon on calcule les images des vecteurs e; de
la base canonique f; = B(e;). Si une seule erreur a été commise on trouve un unique i tel que B(z') soit
proportionnel & f;, disons B(z') = a;f;, et alors € = a;e; et © = 2’ — a;e;.

Soit C un code de longueur n sur le corps F = F,,.

(i) Code raccourci. Soit d(C) < ¢ < n, on pose C¥ := {z € F! | (2;0,...,0) €C}. Clest un code de
longueur ¢ et on voit aisément que d (C(Z)) >d(C).

(ii) Code étendu. On fabrique l'analogue du “bit de parité” en construisant C := {(z1,...,2Zn41) €
Fot | (z1,...,2n) €C et 21+... 4Ty +2np1 = 0} On voit aisément que d (C) < d (C) <d(C)+1.
Une variante est le sous-code pair défini comme C' ={z €C|z1+...+ 2, =0}. Ona d(C) <d(C).

(iii) Code dual. On définit un “produit scalaire” (,y) := r1y1+...+2ny, et on pose C* := {2’ € F} | Va €
C, (z,2’y =0}. On a dimC* = n — dimC. Une catégorie intéressante de codes binaires est celle des
codes auto-duauz i.e; tels que C* = C ; de tels codes sont de dimension n/2 et le poids d’un élément est
pair car w(z) = (z,z) mod 2 .

A titre d’exercice on pourra chercher comment construire une matrice vérificatrice (ou génératrice) de chacun
des codes construits a partir d’'une matrice vérificatrice (ou génératrice) du code de départ.

Lemme. Soit C un code de dimension k et de longueur n sur F,, on a les inégalités :
(i) d(C) <n+1-—k.
(i) SiC est t-correcteur 1+ CL(q— 1)+ C2(qg— 1)+ ... + Cl(g— 1)t < g"~F.

Preuve. (i) Les vecteurs de la forme (z1,. .., Znt1-%,0,...,0) forment un sous-espace vectoriel D de (F,)" ,
comme dim D+ dimC = n+ 1, on voit que DNC # {0}, d’ot I'existence d’un vecteur non nul de D de poids
< n+1— k. Pour (ii) observons qu’on a toujours card (B(z,t)) = 1+CL(¢—1)+C2(¢—1)*+.. . +CL(¢—1);
si le code est t-correcteur, les boules B(x,t) de centre z € C sont disjointes et donc

card (UpeeB(z, 1)) = ¢" card (B(0,1)) < ¢".
|

Définition. Un code tel que d(C) = n+1—k sera dit MDS mazimal distance separable (traduction francaise
proposée : “Codes de distance de séparation mazimale”). Un code t-correcteur tel que C = U,ecB(z,t)
(union forcément disjointe) est dit ¢-correcteur parfait.

Le code de Hamming de longueur 7 étudié en exemple est 1-correcteur parfait puisque dans ce cas on vérifie
que card B(x,1) = 1+ 7 = 8 et 8cardC = 27. On peut observer que ce code n’est pas MDS (en effet
d(C)=3<4=n—-k+1).
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B. Codes linéaires cycliques.

On décrit explicitement une classe intéressante de codes, qui comprend notamment des codes classiques
comme ceux de Hamming, Reed-Solomon et Golay et nous aménera & ’étude des polynomes cyclotomiques.

Définition. Un code linéaire cyclique est un code C linéaire de longueur n, stable par la permutation
T(a1,...,an) = (An, a1,y Qp_1).

On peut donner une caractérisation algébrique agréable des codes cycliques en introduisant ’isomorphisme
naturel d’espaces vectoriels F' = F,[X], = Fy[X]/QF,[X], ot F,[X], désigne les polynomes de degré < n
et ot @ est un polyndéme de degré n. Comme l’endomorphisme T a pour polynome caractéristique (ou
minimal) @ = X™ — 1 on choisit donc cette valeur. Notons donc ¢ : Fy — F,[X],, = F,[X]/(X" — 1) défini
par Y(ag, a1, ...,an_1) — ag+ a1 X + ...+ a,_1 X" T mod(X™ — 1), on voit immédiatement que

YoT(ag,a1,...,an-1) = X(ao+ a1 X + ...+ ap_1 X" ) mod(X" —1).

Ainsi un sous-espace vectoriel C C Fy est stable par T' si et seulement son image par ¢ est stable par
multiplication par X. Observons maintenant qu’un Fg-sous-espace vectoriel Fy[X]/(X"™ — 1) stable par
multiplication par X n’est autre chose qu'un idéal de F[X]/(X™ —1). Enfin les idéaux de F,[X]/(X™ — 1)
correspondent aux idéaux de F,[X] contenant le polynéme X™ — 1 et donc de la forme PF,[X] avec P
divisant X™ — 1. On peut résumer cette discussion par ’énoncé suivant :

Théoréme. Soit K := F, et un code C de longueur n, identifions K™ et K[X]/(X™ — 1) en associant
(a1,a2,...,a,) — a1 +asX +...+a, X", on obtient des bijections entre les objets suivants :

(i) Un code cyclique de longueur n ;

(i) Un idéal de K[X]/(X™ —1) ;
(iii) Un polynéme unitaire divisant X™ — 1 dans K[X] ;
les bijections sont données par : d’une part, a P divisant X™ — 1 on associe l'idéal C de K[X]/(X™ — 1)
engendré par sa classe modulo X™ et d’autre part un idéal de K[X]|/(X™ — 1) est aussi un sous-espace
vectoriel et correspond donc & un sous-espace vectoriel C de K™; de plus dimC = n — deg(P).

On aboutit ainsi au probléme suivant : comment se décompose le polynéme X™ — 1 dans F,[X] ?

Bien sir il vaut mieux commencer par la décomposition dans Z[X] (ou Q[X]) ; celle-ci est fournie par les
polynémes cyclotomiques. Pour les définir nous noterons p, = {¢ € C | (" = 1} le groupe des racines
n-iemes de l'unité et u) le sous-ensemble des racines n-iemes primitives de 'unité, ainsi card p, = n et

card pf = ¢(n).
Nous aurons besoin du corollaire du lemme de Gauss suivant :

Lemme. Soit o € C racine d’un polynéme unitaire a coefficients entiers, alors le polynéme unitaire minimal
de « est a coefficients entiers.

Preuve. Soit P, a priori dans Q[X], le polynéme minimal de « et @ unitaire & coefficients entiers tel que
Q(a) =0 alors @ = PR avec R dans Q[X]. Le lemme de Gauss nous dit qu’il existe A € Q* tel que R’ = AR
et P’ = A\~ P soient & coefficients entiers. En observant que Q = P'R’ on voit que le coefficient dominant
de P’ est inversible et donc P = &P’ est bien & coefficients entiers. O

Définition. Le n-iéme polynéme cyclotomique, noté ®,, est le polynoéme

o,(X):= [ (X -0.

Cepy,
Ces polynomes sont a priori a coefficients complexes mais en fait a coefficients entiers et fournissent la
décomposition en facteurs irréductibles de X™ — 1 comme le montre le théoréeme suivant.

Théoréme. Les polynoémes ®,, ont les propriétés suivantes.
(i) @, € Z[X] et deg @,, = ¢(n).
(ii) X™—1= Hd|n<I>n(X).
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(ii) Les polynémes ®,, sont irréductibles dans Z[X] (ou Q[X]).

Avec la définition donnée ®,, € C[X], la formule (i) est claire ainsi que le fait que deg(®,) = ¢(n) ;
cependant il est moins évident qu’en fait @, € Z[X] et que ®,, est irréductible dans Q[X] (ou Z[X]).
Commencons par voir que les coefficients de ®,, sont entiers. Il est clair que ®;(X) = X —1 € Z[X]. On
peut alors démontrer ce que 'on veut par induction sur n en utilisant la formule (é¢). En effet le polynéme
B =1, | n,dstn ®,4(X) est unitaire et, par hypothese de récurrence, a coefficients entiers; on peut donc
effectuer dans Z[X] la division euclidienne X" = BQ + R. La formule (ii) garantit alors que R = 0 et
@ = ®,,. Montrons maintenant que ®,, est irréductible dans Z[X]. Soit ¢ une racine primitive n-éme de
Punité et P son polyndéme minimal sur Q, on veut montrer que P = ®,,. Observons d’abord que P € Z[X].
Choisissons ensuite p un nombre premier ne divisant pas n alors (P est encore une racine primitive n-eme de
l'unité. Soit @ son polynéme minimal qui est également dans Z[X]. Si P et @ étaient distincts, le produit
PQ diviserait ®,,. Mais comme Q(¢?) = 0 on voit que ¢ est racine de Q(X?) et donc Q(X?) = P(X)R(X)
pour un certain R € Z[X]. En réduisant les coefficients modulo p on obtient:

Q(XP) = Q(X)" = P(X)R(X).

ou encore P(X) divise Q(X)? dans (Z/pZ)[X] mais les facteurs de X™ — 1 et donc de P(X) sont simples
dans (Z/pZ)[X] (la dérivée de X™ —1 est nX" ! et on a pris soin de choisir p ne divisant pas n) donc en fait
P(X) divise Q(X). Mais alors P(X)? divise ®,,(X) dans (Z/pZ)[X], ce qui contredit le fait que les facteurs
de ®,,(X) sont simples. En résumé on a prouvé que, pour p premier ne divisant pas n, le polynome minimal
de ¢ annulait ¢P. On en tire aisément que, si m est premier avec n alors P(¢™) = 0. Ainsi deg(P) > ¢(n)
et comme P divise ®,,, on a donc P = ®,, et ce dernier est donc irréductible. O

Exercice. 1) Montrer les relations suivantes (on pourra comparer les degrés et les racines de chaque c6té) :

B, (X7) = D,,(X) si p divise n
" | @np(X)P,(X)  sip ne divise pas n

2) Montrer que ®,- = xP e o xp T e 4 xrT

Comme ®,, est a coefficients entiers, on peut réduire ses coefficients modulo p et le voir comme un polynome

dans F,[X] (ou dans F,[X] avec ¢ = p/).

Théoréme. La décomposition en facteurs irréductibles du polynéme ®,, € F,[X] (avec ¢ = p) s’écrit ainsi :
(i) Sin=p'm avecp [m, on a ®,(X) = @, (X)P" P

(ii) Si pged(n,q) = 1, notons r l'ordre de qmodn dans (Z/nZ)*, alors ®,, se décompose en le produit de

o(n)/r facteurs irréductibles de degré r.

Supposons d’abord que n = p"m. Alors en utilisant le petit théoréeme de Fermat et les formules de 1’exercice
précédent on obtient @,,(X)P = @,,(XP) = @y (X) P, (X) done @,,,,(X) = P, (X)P~1 et ensuite

r—1

(I)m(X)pr’l(p—l)

By (X) = B (XP"’I) = B, (X)P

d’ou la premiere formule. Supposons désormais p premier avec n. Soit § une racine primitive n-eme dans
une extension de F,. Tout facteur de ®,, s’écrit Q = [[,,;(X — ) avec I C (Z/nZ)*. Le polynéme Q est
a coefficients dans F si et seulement si

il
QX)) = Q(X) (*)

N\ 4 .
En effet (ZJ anJ) =>_;(a;)7X% et a € Fy si et seulement si a? = a. Ainsi le polynome @ est & coefficient

dans F si et seulement si

[[xe -1 =[x -8 =]]x?- 5.

iel i€l iel
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On voit ainsi que () est a coefficient dans F si et seulement si I est une partie stable par multiplication par
q (dans (Z/nZ)*). Les plus petites parties stables sont clairement du type I := {i,iq,i¢?,...,ig""'}. Ainsi
les facteurs irréductibles de ®,,(X) dans F,[X] sont de la forme

r—1
Q= [l —5)
s=0

et en particulier ont tous degré r. O

Exemples. 1) Prenons n = 11 et ¢ = 3 ; on voit que l'ordre de 3mod 11 est égal & 5. Ainsi X! — 1 =
(X —1)®11(X) dans Z[X] et ®1; = P P; € F3[X] avec deg(P;) = 5. On pourra vérifier que

XU 1=X-DX°-X*+ X2 - X -1)(X°+X* - X3+ X% 1) e F3[X].

2) Prenons n = 23 et ¢ = 2 ; on voit que l'ordre de 2mod 23 est égal & 11. Ainsi X2 — 1 = (X — 1)®a3(X)
dans Z[X] et ®33 = PP € Fo[X] avec deg(P;) = 11. On pourra vérifier que

X 1=(X-DX"T+ X0 X X5 X X2 D) (XM XY X7+ XO 4 X5+ X+ 1) € Fy[X].

3) Prenons n = 15 et ¢ = 2 ; ainsi X1° — 1 = (X — 1)®3(X)P7(X)P15(X) dans Z[X] avec $15 = X® —
X"+ X% - X4+ X3 - X+ 1. L’ordre de 2mod 3 est égal a 2, 'ordre de 2mod 5 est égal & 4 et I'ordre de
2mod 15 est égal & 4. Donc @3 = X2+ X + 1 et &5 = X* + X3+ X2 + X + 1 sont irréductibles dans Fy[X]
et &5 = Py P € Fo[X] avec deg(P;) = 4. On pourra vérifier que

XP - 1=X-DX’+X+ D)X+ X+ X+ X+ DX+ X+ D)X+ X +1) € Fy[X].

Théoréme. Soit C un code lindaire cyclique de longueur n sur ¥, associé a I C (Z/nZ)*, supposons qu’il
existe i et s tels que {i +1,i+2,...,i+ s} C I alorsd(C) > s+ 1.

Preuve. Soit 3 une racine primitive n-eme dans une extension de F,. Soit () un polynéme modulo X" —1,
il appartient & C si et seulement si Q(3°t7) = 0 pour j = 1,...,s; supposons que le poids w de @ (vu comme
élément de F7') soit < s, ce qui signifie que Q = a; X" +.. . 4a, X" avec disons 0 < ay < ag < ... < @y < 7.
Il faut montrer qu’en fait @ doit étre nul. Or on dispose des équations a; 872+ 4+ .+ a,, 3 (+9) = 0 pour
j=1,...,s Posons ay = a1 4%, ..., al, = a,B*", les équations se réécrivent :

Bal 4+ ...+ p™al, =0, pourj=1,...,s.

Mais la matrice des 3'77 est extraite d’une matrice de Vandermonde avec 3~ # 3% puisque 3 est d’ordre
n, et posséde donc rang w = min{w, s}, ce qui impose donc aj = ... =al, =0 et donc a; = ... = a, = 0.
O

Remarque. La borne du théoreme n’est pas, en général, optimale comme on pourra le constater plus loin
sur 'exemple des codes de Golay.

Exemples de codes linéaires cycliques.

Un tel exemple s’obtient en choisissant g, n et une partie I C (Z/nZ)* stable par multiplication par ¢g. Pour
étre rigoureux, il faut préciser que le code que 1’on construit dépend aussi de la racine n-eme primitive “3”
que ’on choisit ; toutefois il n’est pas difficile de voir que les divers codes obtenus selon les choix de 3 sont
tous isomorphes et nous omettrons donc .

Codes de Hamming. Un premier choix intéressant de parameétres est n = (¢" — 1)/(¢ — 1) qui entraine,
bien siir, que 'ordre de gmodn est r. On pose alors I := {1,q,¢%,...,¢" '}, ce qui définit un code C de
dimension n — r (une fois choisi 3 racine n-éme primitive de 'unité). Vérifions directement que d(C) > 3 :
en effet un polynéme de poids 2 s’écrit f = aX® + bX7 avec disons 0 < i < j < n — 1 et la condition qu’il
s'annule en 87 pour 0 < £ < r— 1 sécrit donc a+bBU—14" = 0 et comme 3 est d’ordre n on voit que ceci est
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impossible sauf si @ = b = 0. Ainsi le code C est 1-correcteur et comme card B(z,1) =14+ n(¢—1) = ¢" on
voit que C est parfait 1-correcteur et ainsi d(C) = 3 ou 4 (on montre ci-dessous que la distance est 3, on peut
en déduire que le code est MDS si et seulement si 7 = 2). Les codes de Hamming binaires s’obtiennent en
spécialisant ¢ = 2 et en choisissant I := {1,2,4,...,2" '} et donc k =n—r =2"—r —1. Comme {1,2} C I
on retrouve que d(C) > 3. Pour r = 3, ¢ = 2, n = 7 on retrouve le code étudié comme premier exemple.

On peut donner une autre présentation des codes de Hamming en choisissant des représentants ey, es, ..., e,
des vecteurs non nuls de Fj & colinéarité pres. On a n = (¢" —1)/(¢ — 1). Notons V' la matrice dont les
colonnes sont les vecteurs e; et appelons ¢q,..., ¢, ses lignes. Alors V est la matrice vérificatrice d’'un code
C, explicitement :

C:={zeF,|({l;z)=0, pour 1 <i<r}.

Ce code est isomorphe au code de Hamming construit précédemment ; comme deux des vecteurs e; distincts
ne sont jamais liés par construction mais qu’il existe bien str des triplets linéairement dépendants, on vérifie

bien que d(C) = 3.

Codes de Reed-Solomon. Ces codes correspondent au choix n = ¢ — 1 avec, le plus souvent, ¢ = 27 ; soit «
un générateur de Fy, une fois choisi & on pose

9(X) := (X —a).

q—1-k

i=1

On a bien stir £ = dimC et, comme I = {1,2,3,...,9 — 1 —k} on a d(C) > ¢ — k. Mais on sait que,
pour tout code linéaire d(C) < n+ 1 — k donc d(C) = ¢ — k et le code ainsi construit est MDS. Supposons
maintenant que ¢ = 2/, on peut voir C comme un code binaire C' de parametre n’ = (2/ — 1)f, k' = kf et
distance d(C’) > 2f — k. Une particularité de ce code est de corriger de large bouffées d’erreurs : si t vérifie
2t+1 < d(C) = g—k, le code corrige t éléments de Fyo5 donc ¢ f erreurs binaires si celles-ci se répartissent par
paquets! Cette particularité explique pourquoi ce type de code est utilisé dans la technologie des compacts
disques.

Code ternaire de Golay. On a 3% — 1 = 11.23. On choisit ¢ = 3, n = 11 et la partie de (Z/11Z)* engendrée
par 3, c’est-a-dire I := {1, 3,4,5,9} ; le code noté Gy est donc de dimension 6. On peut remarquer (ce dont
nous ne nous servirons pas) que I = F32. D’apres le théoréme sur la distance d'un code cyclique, on voit
que d(G11) > 4 et, en considérant la factorisation de ®1; dans F3[X] on voit que Gy contient un polynéme
de poids 5 donc d(G11) < 5. Un calcul exhaustif (ou voir 'exercice ci-dessous) permet d’établir qu’en fait
d(Gi1) = 5. Ainsi Gy est 2-correcteur et comme card B(z,2) = 1 + 2C1, + 22C?, = 3% on voit que le code
G11 est 2-correcteur parfait (noter qu’il n’est pas MDS).

Code binaire de Golay. On a 2! — 1 = 23.89 (c’est le plus petit nombre de la forme 2P — 1 qui n’est
pas premier). Choisissons donc ¢ = 2, n = 23 et I la partie de (Z/23Z)* engendrée par 2, c’est-a-dire
I:=1{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18} et notons Go3 le code associé. On peut remarquer que I = F;g D’apres
le théoréme sur la distance d’un code cyclique, on voit que d (Ga3) > 5 et, en considérant la factorisation
de ®93 dans Fa[X] on voit que Go3 contient un polynéme de poids 7 donc d (Ga3) < 7. Un calcul exhaustif
(voir aussi I'exercice proposé ci-dessous) permet d’établir qu’en fait d (Ga3) = 7. Ainsi Gog est 3-correcteur
et comme card B(x,3) = 1 + Ci5 + C3; + C35 = 2! on voit que le code Gag est 3-correcteur parfait (noter
qu’il n’est pas MDS).

Remarque. On peut montrer que, si 'on exclut les codes triviaux (i.e. de dimension 1, n — 1 ou n), les seuls
codes t-correcteurs parfaits sont ceux que nous avons construits : les codes 1-correcteurs de Hamming et les
deux codes de Golay binaire et ternaire.

Exercices. (Ou l'on montre que d(G11) =5 et d(Ga3) = 7 et utilise la notion de code autodual).

A) Soit C un code cyclique de longueur n engendré par le polynéme g = g(X) de degré d, soit C’ son sous-code
pair et C* son code dual.

1) Montrer que C’' = C si et seulement si g(1) = 0; si g(1) # 0, vérifier que C’ est cyclique engendré par le
polynéme (X — 1)g(X).
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2) Montrer que C* est cyclique engendré par le polynome h*(X) = X"~ h(1/X) ou g(X)h(X) = X" — 1.
[Indication : on pourra montrer que si deg(f) < n —d — 1 et deg(e) < d — 1 alors (fg,eh*) est égal au
coefficient de X"~ ! dans le produit f(X)g(X)e*(X)h(X) = f(X)e*(X)(X™ — 1) et est donc nul.]

B) On suppose C C C* (i.e. pour tout z,y € C on a (x,y) = 0).
1) Si ¢ = 2, montrer que pour tout z,y € C on a w(x +y) = w(z) + w(y) mod 4.
2) Si ¢ = 3, montrer que pour tout z,y € C on a w(z + y) = w(x) + w(y) mod 3.

C) On introduit D le sous-code de Gi; formé des vecteurs dont la somme des coordonnées est nulle (le
sous-code “pair”).

1) Montrer que si g(X) est le polynoéme générateur de Gy1, le code D est cyclique de générateur (X —1)g(X).
2) Montrer que D C D* (i.e. pour tout z,y € D on a (z,y) = 0). En déduire que pour tout z € D on
w(x) = 0mod 3.

3) On note D et Gy; les codes étendus, on pose e = (1,...,1) € Fll et e1o = (1,...,1) € Fi2. Montrer
que e11 € Gi1, e12 € Gi1 et donc Gy = D @ Fzepo.

4) Montrer que G11 est autodual, en déduire que, pour tout z,y € Gi1, on a w(z +y) = w(r) + w(y) mod 3
et donc d(G11) = 0mod 3.

5) Sachant que 4 < d(Gy1) < 5 et d(C) < d(C) < d(C) + 1, conclure que d (G11) =5 et d (G11) = 6.

D) Soit p premier impair tel que (%) =1,5:= F;Q et soit C un code binaire de longueur p correspondant a

la partie S (qui est stable par multiplication par 2 par hypothese); soit C le code étendu de longueur p + 1.

1) Si g = g(X) est un générateur de C et si g*(X) = XP~D/2¢(1/X) est son polynéme réciproque, montrer
que si p = 1mod 8 alors g(X) = ¢g*(X) alors que si p = —1mod8 on a ¢,(X) = g(X)g*(X).

2) On suppose désormais p = —1mod8. Montrer que C est auto-dual (i.e. C = C* ou encore pour tout
Z,yeCona (z,7) =0).

3) Soit & =Y, X'y =D, X', vérifier que (z,y) = [I N J|mod2, que w(z +y) = |I|+ |J| —2[I N J]| et
conclure que, si (z,y) = 0 alors w(z + y) = w(x) + w(y) mod 4.

4) Déduire de la question précédente que si D est un code auto-dual engendré par des éléments de poids
multiples de 4, alors tout élément de D est de poids multiple de 4 et en particulier d (D) = 0mod 4.

5) Appliquer ce qui précede au cas p = 23, observer que, si g est le générateur de C = Ga3 on a w(g) =7

donc w(g) = 8 et conclure que d(C') = 0mod 4. Sachant que 5 < d(Ga3) < 7 et d(C) < d(C) < d(C) + 1,
conclure que d(Ga3) =7 et d (ggg) = 8.
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Deuxiéme partie : Algebre et équations diophantiennes.

A. Sommes de carrés.

B. Equation de Fermat (n=3 et 4).

C. Equation de Pell-Fermat z? — dy? = 1.
D. Anneaux d’entiers algébriques.

Nous abordons dans cette partie des problémes classiques de théorie des nombres comme la résolution en
nombres entiers d’équations polynomiales. Les exemples traités couvrent 1) la décomposition d’un entier
n en somme de deur trois ou quatre carrés, autrement dit la recherche de solutions de l’équation n =
i+ a3+...+a3, 2) le “théoréme de Fermat” (démontré par Andrew Wiles en 1995) : les seules solutions
de équation x™ + y™ = z™ pour n > 3 sont les solutions triviales (celles avec xyz = 0) 3) les solutions
de léquation de Pell-Fermat 2 — dy?> = 1 (ou plus généralement x> — dy?> = n). L’étude des congruences
- theme de la premiére partie - permet de donner des conditions nécessaires a l’existence de solutions, les
méthodes introduites dans ce chapitre sont d’une part l'utilisation d’anneaur plus généraux que 2, d’autre
part le recours a des énoncés d’approximation rationnelle. On étudiera ainsi d’une part des anneauxr comme
Z[i], Z[exp(2mi/n)], Z[Vd] et méme un anneau non commutatif, Uanneau des quaternions d’Hurwitz (sous-
anneau du corps des quaternions défini par Hamilton), et d’autre part la rapidité avec laquelle un réel peut
étre approché par des rationnels. On termine avec un aper¢u sur les propriétés générales de ces anneaux en
introduisant qulques notions supplémentaires d’algébre : entiers algébriques, anneaux de Dedekind.

A. Sommes de carrés.

Nous cherchons a quelle condition, un entier n € N peut s’écrire comme somme de carrés. Etudions tout
d’abord les contraintes provenant de congruences.

On sait que 22 = 0 ou 1 modulo 4, donc un nombre n = 4n’ + 3 ne peut pas étre somme de deux carrés.
Plus précisément on peut remarquer que si p = 3mod4 et si p divise n = 22 + y? alors p doit diviser y ; en
effet sinon on pourrait écrire (xy~1)? = —1mod p et en déduire que —1 est un carré modulo p , ce qui est
faux. Comme p divise y, il divise aussi 2 et on conclut que = = px’, ¥y = py’ et n = p?>n’. En répétant le
raisonnement on voit que :

Si p=3mod4 et si n = p??T1m (avec m premier avec p) alors n n’est pas somme de deux carrés.

Observons que si x est pair alors 2 = 0 ou 4 modulo 8 alors que si 2 est impair 22 = 1 modulo 8. On voit
donc que 22 + y? + 22 n’est jamais congru & 7 modulo 8. On peut légérement raffiner ce raisonnement : si
n =4n' et sin = 22 + y% + 22 alors on voit que z,y, z doivent étre pairs donc x = 2z’, y = 2y et z = 22/
avec n’ = z'2 + y/z + 22, En répétant le raisonnement on voit que :

Si n est de la forme n = 4%(8m + 7) alors n n’est pas somme de deux carrés.
Il est remarquable que les obstructions données par les congruences soient, dans ce cas, les seules.

Théoréme. (théoreme des 2 carrés) Un entier n € N peut s’écrire comme somme de deux carrés d’entiers
si et seulement si chaque nombre premier p congru a 3 modulo 4 apparait avec un exposant pair dans la
décomposition en facteurs premiers de n.

Théoréme. (théoréme des 3 carrés) Un entier n € N peut s’écrire comme somme de trois carrés d’entiers
si et seulement si il n’est pas de la forme n = 4*(8m +7) .

Théoréme. (théoréme des 4 carrés) Soit n € N alors il existe des entiers x,vy, z,t tels quen = x> +y>+22+12.

Nous ne prouverons pas le second théoréme (voir par exemple de livre de Serre Cours d’arithmétique chez
P.U.F.) ; pour prouver le premier théoréme nous allons introduire anneau Z[i], pour prouver le troisieme,
nous allons introduire 'anneau des quaternions d’Hurwitz.

Au vu des théoreémes, on s’apercoit que l’ensemble des sommes de deux carrés (resp. de quatre carrés)
est stable par produit mais pas ’ensemble des sommes de trois carrés. En effet 18 = 2.32 = 42 + 12 + 12
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et 14 = 2.7 = 32 4+ 22 + 12 mais 18.14 = 4.9.7 n’est pas somme de trois carrés. On peut expliquer la
multiplicativité de ensemble des sommes deux carrés (resp. de quatre carrés) par les formules :

(@® +y*)(0” + %) = (aw = by)” + (ay + bz)*
et @2+ 2+ 22+t (a2 + 2+ 2+ d?) =
(ax — by — cz — dt)*> + (ay + bx — ct + dz)? + (az + bt + cx — dy)* + (at — bz + cy + dx)?.

Bien entendu l'origine de ces formules sera claire une fois donnée U'interprétation par Z[i] ou les quaternions.

Si on pose
Cor={neN|Ir,ye N, n=a2?+y*}et C,:={n € N|3z,y,2,t €N, n=a?+ 9> + 2% +1*}

on voit qu’il suffit de montrer que tout nombre premier congru a 1 modulo 4 est dans Cs et que tout nombre
premier est dans Cy.

Nous allons construire l’'exemple classique de corps non commutatif : le corps des quaternions découvert par
Hamilton, et développer une application arithmétique : la preuve du théoréme des quatre carrés.

La facon la plus concrete de construire le corps des quaternions est comme un espace vectoriel réel de
dimension 4 muni d’une base 1,I,J, K et d’'une multiplication R-bilinéaire définie par le fait que 1 est
élément neutre et les formules

IP=J*=K*=-1, IJ=-JI=K, JK=-KJ=1 et KI=-IK=J (%)
Il faut alors vérifier “a la main” P’associativité : par exemple (IJ)K = K? = —1 et I(JK) = I? = —1. Pour
s’épargner cette vérification on peut aussi définir H comme sous-algebre des matrices 2 X 2 complexes ou
4 x 4 réelles (Passociativité est alors immédiate mais il faut vérifier que les matrices introduites vérifient les
formules (x)). On peut ainsi définir

_Jfa B
a-{(5 )

1 1 i 0 0 1 0 4
avecl<0 1)’I<O —z’)’J(—l 0) etK(i 0) ou encore

a,ﬁEC}

a —b —c —d
b a —-d ¢
H= e d a —b a,b,c,d € R
d —c b a
avec

1 0 0 0 0O -1 0 O 0O 0 -1 0 00 0 -1
01 00O 1 0 0 O 0O 0 0 1 0 0 -1 0
1_0010’1_000—1"]_10OO’K_OlOO
0 0 0 1 0O 0 1 o0 0 -1 0 O 10 0 O

Remarque. Une fois construit H, on peut remarquer que c’est une R-algebre engendrée par deux éléments
i,7 avec les relations i = j2 = —1 et ij = —ji. En effet en posant k := 3j on en déduit la table de
multiplication puisque k? = ijij = —iijj = —1 et ik = iij = —j = (i1)j = —iji = —ki etc. Le fait que H ne
soit pas commutatif se lit déja sur la table de multiplication.

On introduit le conjugué d'un quaternion z = al + bl + ¢J + dK comme zZ = al — bl — ¢J — dK ainsi que
sa trace Tr(z) = z + Z et sa norme N(z) = zZ. On vérifie alors
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Lemme. Soient z,w e H, zfw=Z4+w,zw=w-Z et siz=al+bl +cJ+dK, alors N(z) = 22 = zz =
(a® + b2+ c® + d?)1 et Tr(z) = 2al ; de plus Tr(z + 2') = Tr(z) + Tr(2'), N(22') = N(2) N(2') et z est racine
du polynéme X? — Tr(2) X + N(z) € R[X].

Preuve. Des calculs directs (laissés au lecteur) permettent de vérifier ces formules. Noter que la conjugaison
est un anti-isomorphisme de corps, i.e. qu’elle renverse 'ordre de la multiplication. O

On voit immédiatement comme corollaire que H est un corps puisque, si z = al + bl + ¢J + dK est un
quaternion non nul, alors N(2) 1= a? +b*> + ¢ + d?> € R* et 22/ N(z) = 1 donc 271 = z/ N(2).

Introduisons maintenant 'anneau Z[i] et les deux anneaux

141 K
Ay=Z1+ZI+ZJ+ZK etA:A0+Z<++2J+>.

L’ensemble A est un sous-anneau de H car, si on note § := (1+1+J+K)/2, on a §2 = § — 1. Il est clair que
Co={N(2) |z € B} et C4 = {N(2) | z € Ao}, en fait on a aussi C4 = {N(z) | z € A} carsi x,y,2,t € Z+1/2
alors N(z1 +yI 4+ zJ +tK) € N et on a le résultat élémentaire suivant :

zl4yl+2J+tK T1+I+J+K
2 2

Lemme. Soit a = € A avec x,vy, z,t entiers impair, alors il existe € =

soit dans Ag et N(a) = N(ea).

tel que e

Preuve. On écrit © = 42’ + €1, y = 4y + €2, z = 42’ + €3, t = 4t' + €4, avec ¢, = +1. Si on pose
€:= w on a bien N(¢) = 1 donc N(ae) = N(«) et

(x’1+y'l—|—z'J+t’K
ae =14 5

) e+N(e) = ("1 +yT+2T+t'K)(2)+ 1€ Ay.
O

Le lemme suivant sera également utile.
Lemme. Dans les anneaux Z[i], Ay et A, un élément est inversible si et seulement si sa norme vaut 1.

Preuve. Si « est inversible, alors 1 = N(aa™!) = N(a) N(a™!) donc N(a) = 1. Inversement si N(a) = 1
alors a@ = 1 or les anneaux considérés sont stables par conjugaison donc & est un élément de ’anneau et «
est bien inversible. O

Enfin, la norme étant multiplicative, il suffit de montrer que tout nombre premier p (resp. tout nombre
premier = 1 mod 4) est une norme de quaternion d’Hurwitz (resp. une norme de Z[i]). Comme 2 = 12 + 12
il suffit d’ailleurs de le faire pour p premier impair. Pour cela nous allons montrer d’abord que Zl[i] est
principal et A est principal & gauche (ou a droite).

Proposition. L’anneau Z][i] est euclidien donc principal. L’anneau A est euclidien & gauche, donc principal
a gauche (idem & droite).

Preuve. Notons B l'anneau A ou Z[i], ’énoncé signifie que pour a € B et § € B\ {0}, il existe ¢,r € B tel
que a = g+ avec N(r) < N(8) (lorsque Panneau est A, il faut faire attention au sens des multiplications).
Supposons ceci démontré, on en tire aussitot que Z[i] est principal, en fait la “méme” démonstration montre
que A est principal (& gauche). Soit donc I un idéal & gauche non nul de A (i.e. A.I C I), il contient un
élément B # 0 de norme minimale et on a clairement AG C I. Inversement, soit « € I, écrivons @ = g3 +
avec N(r) < N(8), on a alors r = a — ¢ € I donc r est nul et on a bien I = AS. Montrons maintenant que
A et Z[i] sont euclidiens. La preuve est basée sur le lemme élémentaire suivant dont la preuve est laissée au
lecteur.

Lemme. Soit © € R, il existe m € Z tel que |z —m| < 1/2 et il existe n € Z tel que |x —n/2| < 1/4.

Soit donc a0 € Z[i] et B € Z[i] \ {0}, alors o/ = x + iy € QJi] et il existe m,n € Z tels que |z —m| < 1/2 et
ly —n| < 1/2 donc

_|_

=
N
[\

N ((z +iy) — (m+in)) = (x —m)* + (y —n)* <
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d’ot, si 'on note q := m + ni 'inégalité cherchée

N(3
NG a8) < X < ns).
Soit maintenant o € A et 8 € A\ {0}, alors a37! = 2 +yIl + zJ + tK € H et il existe m € Z tel que
|z —m/2| < 1/4. On choisit alors ¢ = (m +nl + hJ + (K)/2 avec m,n, h, ¢ entiers de méme parité (de sorte
que q € A) et tel que |y —n/2|, |z — h/2| et |t — £/2] soient < 1/2. On obtient alors

N( 6’1*)*(fm)2+(—2)2+ —ﬁ2+ t—£2<i+1+l+1<1
ar U= \"Ty L 279 2) =16 41" 1

d’ou I'inégalité cherchée
N(a —gB) < N(3).
O

On peut maintenant achever la preuve des deux théoremes. On rappelle que les notions d’élément premier
(i.e. l'idéal engendré par ’élément est premier ou encore si 1'élément divise un produit, il doit diviser un
des facteurs) et irréductible (i.e. si I'élément s’écrit comme un produit de deux facteurs 'un de ceux-ci est
inversible) sont en général distinctes dans un anneau mais coincide dans le cas d’'un anneau principal ou
factoriel.

(Somme de deux carrés). L’anneau Z[i] est principal donc factoriel et on voit facilement que Z[i]* = {+1, +i}.
Soit donc p = 1 mod 4. On sait qu’il existe a € Z tel que a?> = —1mod p. Ainsi on a une égalité de la forme
(a+1i)(a—1i) = pm. 1l est clair que p ne divise ni (a+1) ni (a—1) donc n’est pas premier (dans Z[i]) donc n’est
pas irréductible. On a ainsi une décomposition p = a3 avec a, 3 non inversible. Donc N(af3) = N(p) = p?
et N(a) = N(08) = p, ce qui démontre le théoréme des deux carrés.

(Somme des quatres carrés). Il suffit de montrer que, si p est un nombre premier impair, il est la norme d’un
élément de A. Le nombre de carrés dans Z/pZ est (p+1)/2 donc le polynome —1 — X? prend au moins une
fois pour valeur un carré ; en d’autre termes, il existe a,b € Z tels que a® +b*> + 1 € pZ. On en tire que
1+al+bJ)(1—al —bJ) € pA. Considérons donc 'idéal (a gauche) 7 engendré par p et 1 +al +bJ, on a
T = AP puisque A est principal (& gauche) et d’autre part des inclusions pA = Ap CZ C A. Ainsi p=af ;
vérifions que 3 et a ne sont pas inversibles ou encore que les inclusions d’idéaux ci-dessus sont strictes. Si «
était inversible on aurait p divise 1+ al +bJ ou encore (14+al+bJ) = p(z+yl+2J+tK)/2 donc px = 2, ce
qui est impossible (p est premier impair). Si § était inversible, on aurait Z = A donc 1 = ¢(1+al +bJ)+¢'p
et, en multipliant (& droite) par (1 — al — bJ) on obtiendrait (1 — al — bJ) = ¢'p, ce qui est également
absurde. On conclut donc que N(p) = N(a) N(3) = p? avec N(«a) et N(3) différents de 1 donc égaux a p. O

Exercice. Montrer que

+1+T+J+K
Zi* = {41, 4},  Ab={+1,+£[,+J,+K} et A*:A;u{‘]}

2

(A§ et A* sont les groupes quaternioniques d’ordre 8 et 24 respectivement). Le groupe A* est-il isomorphe
a Sy 7 Montrer que Ag n’est pas principal (a gauche). En déduire également qu'un élément de norme égale
a un nombre premier est irréductible.

Supplément : une preuve via la géométrie des nombres.

On peut aussi démontrer le théoreme des deux carrés a I'aide du théoreme de Minkowski ci-dessous.
Rappelons d’abord 1’énoncé de topologie suivant :

Proposition. Un sous-groupe G discret dans R™ posséde une Z-base formé de r vecteurs R-linéairement

indépendants (avec r < n) ; en particulier G = Z".
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Remarque. Lorsque r = n on dit que G est un réseau dans R ; il revient au méme de demander que G
soit discret et que R™/G soit compact. On alors définit le volume ou déterminant d’un réseau G comme la
valeur absolue du déterminant d’une base de G.

Théoréme. (Minkowski) Soit K C R™ un compact convexe et symétrique (i.e. x € K entralne —x € K).
Supposons vol(K) > 2™ alors il existe x non nul dans K NZ".

Plus généralement si A est un réseau et vol(K) > 2™ det(A) alors il existe x non nul dans K N L.

Remarque. L’énoncé est optimal puisque par exemple le cube défini par max; |z;| < 1 — € est compact,
convexe, symétrique et a pour volume 2"(1 — €)™.

Preuve. La deuxieme affirmation se déduit de la premieére en faisant un changement de variables linéaire
ramenant le réseau A sur Z" ; ici det(A) désigne la valeur absolue du déterminant d’une matrice dont les
colonnes sont formées par les vecteurs d’une base de A.

Posons C := [0,1[™. Soit T C R™ et supposons que (T'+ AN) N (T +p) = 0 pour A # p € Z". On a
T = Uxez» (T'N(C + X)) donc

vol(T) = Y vol (TN (C+ X)) = Y vol (T = A)NC) = vol (Urezn (T — X)) N C) < vol(C) = 1.
AeZn AEZ™

Inversement, si vol(7') > 1 on en déduit qu’il existe z € T'N (T + A) avec 0 # X € Z™ ou encore qu'’il existe
un tel A dans T — T Revenons & la preuve du théoréme ; introduisons 7' := K = {% |z € K}. On a alors
K =T —T et vol(T) = 27"vol(K) donc on conclut que, si vol(K) > 2™ alors K N (Z™ \ {0}) # . Si on
suppose de plus K compact, on voit que la condition vol(K) > 2™ suffit en introduisant K, = (1 + €)K qui
contient un élément non nul du réseau Z", or la compacité donne K = N.soK, et chaque K. contient un
point non nul de Z™ qui est discret donc il existe z € Z \ {0} contenu dans tous les K et donc dans K. O

Exercice. Modifier la démonstration pour obtenir card (K N A) > 2"vol(K)/det(A).
Application. Un nombre premier p = 1 mod 4 est somme de deux carrés.

Choisissons, a € Z tel que a2 + 1 = 0mod p et soit le réseau
A= {(z,y) € Z* | y = axrmod p}.

On a det(A) = p, et vol(B(0,7)) = 72, donc, dés que 7r? > 4p, il existe un vecteur non nul dans B(0,7)NA.
En particulier il existe un tel vecteur (z,y) € A avec

0<az?+y?<r?=dp/m < 2p.

Or on a 22 + y% = (1 + a®)2? = 0mod p donc en fait 22 + y? = p. O

Remarque. On peut également démontrer le théoréeme des quatre carrés en prouvant I'identité de Jacobi :

8> ajn @ si n impair

40,2 02 2 42y _ _
card{(x,y,z,t) € Z* | 2° +y* + 2° + 1 —n}—8Zd—{24Zdn’2Wd si . pair

dln
4)d

(ot n > 0). En effet le membre de droite de ’égalité est clairement strictement positif. On pourra vérifier
cette formule sur les premieres valeurs : r4(1) = 8, 74(2) = 24, 7r4(3) = 32, r4(4) = 24, r4(5) =
48, 14(6) = 96, 14(7) = 64, r4(8) = 48, ry4(9) = 104, r4(10) = 144. Cette formule peut s’écrire en
terme de fonctions génératrices ot ’on note 7,(n) le nombre de représentations en somme de k carrés, i.e.
ri(n) :=card {(z1,...,2) € Z¥ |2} + ... + 23 = n}.
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Définissons les séries suivantes (formelle ou convergente si |¢| < 1)

CIOED I

neZ

de sorte que

k
O(q)" = (Z q”2> =" r(n)g",

neN

et également

alors la formule de Jacobi s’écrit

B. Equation de Fermat (n=3 et 4).

Un des problemes mathématiques les plus célebres (dit “théoreme de Fermat”) a été résolu par Andrew
Wiles en 1995 :

Théoréme. Soit n > 3, soient x,y, z entiers tels que z" 4+ y™ = z™ alors xyz = 0.

Bien str il “suffit” de le démontrer pour n = 4 et n = p premier impair; d’autre part on peut supposer que
x,y, z sont premiers entre eux deux a deux. Nous nous contenterons de le démontrer pour n = 3 et 4 en
utilisant le principe de la descente infinie de Fermat. La démonstration proposée pour n = 4 reste dans Z
mais celle que nous donnons pour n = 3 passe par Z[j] (avec j = exp(27i/3)). L’approche classique, due
& Kummer, est basée sur la factorisation suivante : on introduit { = exp(27i/p) et on obtient alors dans
lanneau Z[(] :

Py =@ty HCy). @+ PTly) =2
Donnons quelques calculs dans anneau Z[¢] en posant A =1 — (.

Lemme. L’élément A est premier et Z[(]/NZ[¢] = F,, ; on a la décomposition

p—1

D= H(l—Ck)zeApfl, avec € € Z[C]*.

k=1

Les éléments ny, := sin(km/p)/sin(n/p) de méme que €, := (1 — ¢*)/(1 — ¢) sont des unités de Z[(] pour
1<k <p-—1etng/e est une racine de I'unité.

Preuve. Partons de la factorisation (sur C) du p-itme polynome cyclotomique ®,(X) = XP~! + XP=2 4
A X +1=T[P21(X — ¢*). On en tire la formule p = @,(1) = [[?Z}(1 — ¢¥). Ainsi X divise p, ou encore
p € MZ[(] ainsi tout élément de Z[(] est congru modulo A & un entier compris entre 0 et p — 1, ce qui montre
bien que Z[(]/AZ[¢] 2 F,. Comme 1 —¢* = (1 —¢)(1+ ...+ ¢*1) on voit que € est bien dans Z[(] ; le
méme raisonnement (en utilisant A l'inverse de & modulo p et 1 — ¢ = (1 — ¢¥)(1 + ... + ¢*=1)) montre
que 6];1 est aussi un entier et donc que ¢ € Z[¢]*. Enfin si k est impair on a :

1—¢k <7m(k; — 1)) exp(mik/p) — exp(—mik/p) r=1 sin(wk/p) Bt
€ — = exp - - = 2.7:C2nk
1-¢ p exp(mi/p) — exp(—i/p) sin(m/p)
tandis que si k est pair €, = —(:kep_k. Enfin comme 1 — (¥ = ¢\, on a bien p = e\’ L avec e = ¢, ... €p—1 €

Z[C)*. O
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Remarque. On peut bien str écrire d’autres formules donnant des unités comme :

11—t
1—¢?

= (e

2 cos (ij) =(+¢ =1+ =¢

Revenons a la méthode de Kummer pour I’équation de Fermat sous la forme factorisée

($+y)($+Cy)...(x+Cp_ly) = 2P,

Soit § € Z[¢] divisant deux des facteurs de I’équation ci-dessus, disons x + C'y et z + (7y alors il divise
("= )y et (¢"—¢?)x donc (¢* — ¢?) et donc 6 divise A, donc § =1 ou A (& une unité preés). Si z n’est pas
divisible par p, les facteurs sont premiers entre eux et, si l’on vérifie que Z[(] est factoriel, on en tire que :

pouri=0,...,p—1, x4+ ¢ = wal, avec u; unité et oy € Z[(].

Si z est divisible par p on montre de méme, toujours si Z[(] est factoriel, des identités similaires avec des
puissances de A en plus. Cependant cette approche se heurte au fait que justement ’anneau Z[(] n’est pas
factoriel en général. En fait si n = p premier, il n’est pas factoriel des que p > 23. On cherche donc un
substitut au lemme (dont la preuve est laissée en exercice) :

Lemme. Soit A un anneau factoriel, si les éléments aq, ..., a,, € A sont premiers entre eux deux a deux et
siay...a,n = aP alors, a une unité pres, les a; sont des puissances p-iémes.

D’abord décrivons les solutions de 1’équation de Fermat lorsque n = 2.

Proposition. Soient x,y,z des entiers (premiers entre eux) tels que 2% + y*> = 2% alors (quitte a échanger
x et y) il existe u,v entiers (premiers entre eux) tels que

r=u"—v°, y = 2uv et z =u? + 02

Preuve. Apreés avoir simplifié par leur pged, on peut supposer x,y,z premiers entre eux deux a deux.
Remarquons qu’on a bien (u? — v?)? + (2uv)? = (u? + v?)%2. Les considérations de parité montrent que
z est impair et que = et y sont de parité opposée; nous supposerons donc x impair, y pair. Ecrivons
y? = 22— 22 = (2 —x)(2+x). Observons que si d divise z — et z +x alors il divise 2z et 2z donc 2 (puisque
x et z sont premiers entre eux), ainsi pged(z — x, z + ) = 2. Les entiers (z — x)/2 et (2 + x)/2 étant donc
premiers entre eux et leur produit étant un carré, ils sont eux-mémes des carrés et on a : z — x = 202 et
24z =2u%et y=2uv dolt x = u® —v? et 2 = u? + v? comme annoncé. [

2

Théoréme. L’équation x* + y* = 2% n’a pas de solutions entiéres avec xyz # 0. Par conséquent I'équation

de Fermat avec n = 4 non plus.

Le principe de la preuve est de montrer que, si I’équation a une solution (z,y,z) avec xyz # 0, alors elle
posseéde une autre solution (z1,y1,21) avec x1y121 # 0 et |21| < |z|. Ceci aboutirait & une contradiction car
une suite décroissante d’entiers positifs est nécessairement constante & partir d’'un certain rang.

Soit donc (z,y,z) solution. On peut supposer x,y,z premiers entre eux alors la proposition précédente
montre que 2% =u? — v2, y2 =2uv et z =u? + v2, avec u, v premiers entre eux. On voit que u et v sont de
parité différente et donc u impair, v = 2w (sinon on aurait 22 = —1mod 4). En considérant y? = 4uw on voit
que u et w sont des carrés, disons u = 2?2 et w = a?. Par ailleurs, en appliquant de nouveau la proposition
précédente & 22 + v2 = u? on obtient z = b% — 2, v = 2bc et u = b? + ¢? avec b et ¢ premiers entre eux ; mais
en se rappelant que v = 2w = 2a?, on voit que b et ¢ sont des carrés, disons b = 27 et ¢ = y?. On obtient
alors
u=22 =0+ =zxl +y]

et on vérifie que |z1| < |2| par exemple en observant que z = u? +v? = 2§ + 4a* > 2. O
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Théoréeme. L’équation 2® + y® = 22 n’a pas de solutions entiéres avec xyz # 0. Plus généralement il

n’existe pas d’entiers algébriques x,y, z € Z[j] et d’unité u € Z[j]* tels que 2° + y> = uz® et xyz # 0.

11 est commode de diviser la preuve en deux cas. L’un (facile) olt on suppose zyz premier avec 3, 'autre
(plus difficile) ou disons z n’est pas premier avec 3. Le principe de la preuve du deuxiéme cas est de montrer
que, si ’équation a une solution, alors elle possede une autre plus petite en un certain sens.

Commengcons par rappeler que A := Z[j] est principal, donc factoriel et que le groupe des unités est formé de
41,44, 4+52. En particulier on vérifie directement*) que si v € A* et u = +1mod A\? alors u = +1 (rappelons
que A désigne ’élément premier 1 — 7).

Premier cas : A ne divise pas zyz. Observons que si = Imod\ alors 2% — 1 = (z — 1)(z — j)(z —
j%) = 0mod \* ; ainsi on a 2® = +1mod \* et donc une solution de 1’équation de Fermat entrainerait
+1+1+u=0mod\* (avec u € A*). On vérifie directement qu’une telle congruence est impossible.

Deuxiéme cas : A divise xyz. On se ramene facilement au cas ou A divise z et ne divise pas xy, et ensuite
on observe que A\? divise z car +1 + 1 = uz3mod \*, donc 2% = 0mod A* donc ordy(z) > 4/3. On montre
alors I’énoncé de descente :

Sia® +y® = uzd avec z,y,2 € A, u € A* et ordy(z) = m > 2 alors il existe x1,y1,21 € A
et u' € A* avec x3 + y3 = u/23 et ordy(z1) =m — 1.

On commence bien sir par factoriser :

(@ + )@ +jy) (@ +5%y) = us’

On voit que A? doit diviser I'un des facteurs de gauche (car ordy(z®) = 3m > 6), disons z + y et alors
ordy(x + jy) = ordy(z + j%y) = 1 ; en effet par exemple = + jy = = +y — Ay et A ne divise pas y. Ainsi le
pged de deux des facteurs est exactement \. Comme A est factoriel, on en tire

T+y — u1X3/\3m_2
r+jy = usY 3\ avec X,Y, Z premiers entre eux et avec A et uq, us, us unités.
z+ 52y = us Z3\

En multipliant les équations respectivement par 1, j et 52 et en les additionnant on obtient 0 = u; X332+
27 Y3\ + u3j2Z3\. En simplifiant par A et en posant uy := jus/us et us := —j2u; /us on obtient

Y3 + U423 = U5 (/\m—lx)?’ .

On termine en remarquant que +1 + vy = 0mod A2 et donc uy = +1. On pose alors 1 = Y, y; = usZ,
21 = A"71X et v/ = us et on a bien 23 + y? = u'2f et ordy(z1) =m — 1. O

Exercice : Ecrire les détails de la preuve.

C. Equation de Pell-Fermat 22 — dy? = 1.

Dans ce paragraphe on décrit les solutions de l’équation citée, en expliquant le lien avec les unités de l’anneau
Z[\d] et les “bonnes” approzimations rationnelles de /d.

Notons que I’équation posséde toujours les solutions (x,y) = (+1,0) que 'on appellera triviales. Notons
aussi que si d est un carré, disons d = a? alors (z — ay)(z + ay) = 1 entrainerait z + ay = x — ay = 1 (ou
= —1) et donc 2ay = 0 et donc il n’y a aucune solution non triviale. Le cas intéressant est donc celui ou d
n’est pas un carré d’entier (et donc vd ¢ Q). Le théoréme principal peut s’énoncer :

() Cette remarque est un cas trés particulier du “lemme de Kummer” qui dit qu’une unité congrue modulo
AP~1 & un nombre rationnel est en fait la puissance p-ieme d'une unité de Z[exp(2i/p)], pourvu que p soit
“régulier” (en particulier quand I'anneau Z[exp(27i/p)] est factoriel, ce qui est vrai pour p = 3).
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Théoréme. Soit d entier positif qui n’est pas un carré, alors il existe une solution non triviale appelée
solution fondamentale (z1,y;) € N* x N* a I'équation x> — dy? = 1 telle que toutes les solutions en entiers
positifs soient données par (y, yn) 0l T, + ynVd := (z1 +y1V/d)" et les solutions générales par (£x,, £y, ).

Le lien avec les approximations rationnelles de v/d est le suivant. Supposons que (z,y) soit une solution non
triviale de 1’équation (avec disons z,y > 1) alors

T 1 1
0<§f\/E: — <2\/g2
(2 + va) y

Inversement, si x/y € Q est une approximation qui vérifie 'inégalité précédente alors

o<x2—dy2:y2<“;—f>( +f) f(2f+ fy><2

donc 22 — dy? = 1 (puisque c’est un entier). Ainsi une solution positive (z,y) de 1 équation de Pell-Fermat
correspond & une approximation rationnelle z/y de V/d vérifiant 0 < z_\/d< 3 \/3 5

Introduisons ’anneau Z[v/d], ’homomorphisme o (a+bv/d) = a—bv/d (pourquoi est-ce un homomorphisme?)
et la norme dun élément o = a + bv/d comme

N(a) = ao(a) = a® — db*.

La norme est multiplicative et on a, comme dans Z[i], le lemme suivant dont la preuve similaire est omise :
Lemme. Dans anneau Z[v/d] un élément est inversible si et seulement si sa norme vaut +1.

Si 'on note A* = Z[V/d]* et U; = {a | N(a) = 1}, on voit que (A* : U;) = 2 ou 1 suivant qu’il existe ou non
une unité de norme —1. Bien sir les solutions (z,y) de '’équation de Pell-Fermat correspondent aux unités
x +yv/d € Uy et on voit que le théoréme sur ces solutions se traduit en ’énoncé suivant :

Théoréme. Il existe une unité ¢; € Z[v/d]* telle que
ZIVd* = {+€} |n e Z} = {1} x Z;
si N(e1) = +1 alors Uy = Z[V/d]* et si N(e;) = —1 alors on a
Uy ={£ei" |neZ} = {1} x Z.

*

Pour démontrer ce théoreme introduisons ’application “logarithme” L : Z[\/;i] — R? définie par la formule

L(e) = (log |al, log o (e)])-

Proposition. L’application L : Z[/d]* — R? vérifie les propriétés suivantes :
(i) L’application L est un homomorphisme L(a8) = L(a) + L(B).

(ii) Le noyau est réduit a £1.

(iii) L’image est un sous-groupe discret.

(iv) L’image est contenue dans la droite z +y = 0.

Preuve. La propriété (i) est immédiate. La propriété (iv) provient de ce que log |a|+log |o(a)| = log | N(a)| =
0. Pour montrer (i) et (#4i) montrons que I’image réciproque par L d’une boule de R? est finie, on en déduira
d’une part que 'image est discete et d’autre part que le noyau de L est fini donc composé des racines de I'unité
donc de +1 puisque Z[v/d] C R. Or un élément o € Z[v/d]* est racine de P := X? — t(a)X + N(a) € Z[X]
avec t(a) = a + o(a) (la “trace”) et N(a) = =+1, donc si L(a) est dans une boule de rayon C, on a
|a| = exp(log |a|) < exp(C) et de méme pour |o(«)| done |t(«)| < 2exp(C). Il n’y a donc qu’un nombre fini
de polynoémes possibles et donc qu'un nombre fini de «. O

On utilise maintenant un lemme classique
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Lemme. Un sous-groupe discret G de R est de la forme G = Zw.

Preuve. (esquisse) Si G = {0} on peut choisir w = 0. Sinon on choisit w := inf{x € G | > 0} ; comme
G est discret on a w > 0 et w € G (sinon il y aurait une suite d’éléments de G convergeant vers w, ce
qui contredirait la discrétion de G). Enfin si ¢ € G, on choisit m € Z tel que mw < z < (m + 1)w, alors
0<z—-—nw<wetzr—mwe€ G doncz=mw.O

Ce lemme s’applique & L(Z[v/d]*) et fournit la preuve du théoréme & condition de prouver I'existence d’une
unité # +1 ou d’une solution non triviale de I’équation de Pell-Fermat. Ces considérations montrent qu’il
suffit de démontrer ’énoncé suivant :

Proposition. Soit d entier positif qui n’est pas un carré, alors il existe une solution non triviale (x1,y1)
(i.e. avecy; # 0) a I'équation x? — dy? = 1.

Une bonne méthode pratique pour la construction de cette solution est la méthode des fractions continuées (ou
fractions continues) esquissée en appendice. Nous allons démontrer I'existence de la solution en démontrant
Dexistence de bonnes approximations rationnelles de v/d sans les construire explicitement.

Lemme. Soit a € R et N > 1, alors il existe un nombre rationnel p/q € Q tel que

< — et 1<qg<N.

Preuve. Découpons l'intervalle [0, 1] en N intervalles de longueur 1/N, alors parmi les N+ 1 nombres ja—[jq]
(pour j =0,...,N), il y en a deux dans un méme petit intervalle donc distants d’au plus 1/N ; en d’autres
termes, il existe 0 < j < £ < N tels que |(ja — [jo]) — (ba — [¢a])] < 1/N. On en déduit

d’ott le résultat en posant p := [la] — [ja] et ¢:=€—j. O

Remarquons qu’en particulier, 'approximation fournie par le lemme vérifie |a — p/q| < 1/¢>.

Corollaire. Soit o € R\ Q, alors il existe une infinité de nombres rationnels p/q € Q tels que

b1

Preuve. Soit N3 > 1 et p;/q; fourni par le lemme précédent tel que ‘oz -n I—. Comme o ¢ Q, le

a1 | — qNi*
membre de gauche de I'inégalité est non nul, donc on peut choisir Na tel que 1/Na < ’04 — % . Soit alors
p2/qo fourni par le lemme précédent tel que |a — Iq’—;’ < q;\&, on a
a-22|< ! <1/N; < a- D
Q2| @N2 — q

donc pa/g2 # p1/¢q1- 1l est maintenant clair qu’on peut itérer indéfiniment ce processus. O

Remarques. 1) Si 'on supprimait I’hypotheése o ¢ Q dans 1’énoncé du corollaire, le résultat serait faux.

En effet si « = a/b et a/b # p/q avec ‘oz - %‘ < q%, alors

1
a2

1<aq—bpz‘a P
g

: 2]
bq bq q
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et donc ¢ < b et il n’existe qu'un nombre fini de p/q. 2) Prenons I'exemple de o = V/d avec d non carré ; on
peut montrer que le corollaire est optimal au sens suivant : il existe une constante C' > 0 telle que pour tout

p/q € Q on ait
e
q q
Pour cela considérons P(X) = X2 —d = (X —/d)(X++/d), on a |P(p/q)| > 1/¢>. Or,sidisons |v/d—p/q| < 1
on a |p/q| < Vd+1 donc |p/q +Vd| < 2vd+1 et ainsi

p| _ |P®/q) 1
‘ﬂ_q’ ~pla+ V] SC N

3) Si a est un nombre algébrique de degré d > 3 la méme démonstration donnera ‘a — %‘ > qu' Roth a

démontré (1955), mais la preuve est beaucoup plus difficile, que I'on a encore pour tout € > 0 une constante
C (dépendant de « et €) telle que :
a——| =

q2+e

Appliquons le corollaire & v/d ¢ Q ; on obtient ainsi une infinité d’entiers (x,y) tels que |vd — z/y| < 1/¢>
et donc tels que |[vVd +z/y| < 2v/d+ 1 et enfin |22 — dy?| < 2v/d+ 1. En particulier il existe un entier ¢ avec
une infinité de solutions & I’équation 22 — dy? = c. Comme il n’y a qu'un nombre fini de classes modulo c,
il existe méme une infinité de solutions congrues deux & deux modulo ¢. Prenons donc (z1,y1) et (22,y2)
solutions de 22 — dy? = c et vérifiant 71 = zo mod c et y; = yo mod c. Posons :

z1 +y1Vd

w+ovdi= 22
To + y2Vd

On a donc

_N@m+mvd) _c_

N(z2 +y2Vd) ¢

et il suffit de voir que wu, v sont entiers. On calcule donc :

u? — dv? = N(u + vVd)

d - d —d -
wt oVd = (21 +91{)($22 y2Vd) _ Ttz — Al | 1% — T1h2 /g
x5 — dys c c

et on observe que x1Ts — dy1ys = x% —dy; =0modc et y122 — 21y2 = Y121 — 21y1 = 0mod ¢, ce qui acheve
la, démonstration.

Compléments.

L’équation un peu plus générale 2 — dy?> = m n’a pas toujours de solution. Par exemple si m = —1 et si p

premier congru & 3 modulo 4 divise d alors une solution donnerait 22 = —1 mod p ce qui est impossible. Plus

2 =

généralement pour chaque p impair divisant d sans diviser m, on doit avoir = mmod p d’olt (%) = 1.

Inversement, si il existe une solution, il en existe une infinité puisque si N(o) = m et N(u) = 1 alors
N(ua) = m. On peut énoncer

Proposition. Soit m € Z\ {0}, et d non carré, il existe o, ..., € Z[V/d] tels que :
{a e Z|Vd] | N(a) = m} =aUiU...Uq,U;.

Preuve. Le fait que ’ensemble des solutions soit une réunion de classes modulo U; est clair, montrons qu’on
peut prendre une réunion finie. Si N(a) = m, on a donc « divise m et ou encore mZ[v/d| C aZ[v/d]. Mais
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’ensemble des idéaux contenant mZ[v/d] est en bijection avec les idéaux du quotient Z[v/d]/mZ[v/d] et par
conséquent est un ensemble fini. Mais oZ[vd] = o/Z[Vd] équivaut a dire que o et o/ sont égaux & une
unité pres. L’ensemble des solutions est donc fini modulo le groupe des unités donc également modulo le
sous-groupe U;. O

Exhibons maintenant un procédé pour calculer les bonnes approximations rationnelles d’un nombre réel :
I'algorithme des fractions continuées.

Notation. Soit ag réel et aq,...,a, une suite de réels > 0, on pose
1
[ag,a1,...,a,] :=ap+ N
a+——
as + ... 1
+ R
an

Définition. Si x est un nombre réel, on lui associe une suite d’entiers a,, et une suite auxiliaire de réels
x,, définis ainsi : ag := [x] et x¢ := x puis xp41 = 1/(xy — an) €t apy1 = [Tpy1]. On convient que la suite
s’arréte quand x,, est entier (ce qui ne se produit que si z € Q). On définit la n-ieme réduite (en anglais
“convergent”) comme

Dn
— = [ag, a1, ... ,0p]
dn
Lemme. On a les formules suivantes :
(i) x =[ag,a1,...,Gn—1,Ty].
(i) Prnt1 = @niy1Pn +Pn_1 (avec po = ag et p1 = ajag + 1, alors que gn11 = Gny1Gn + qn-1 (avec qo = 1 et
q1 = a1)-

(iii) Sipn/qn = [ao,-..,an] on alag, ..., an,yl = (Pry + Pn-1)/(@ny + gn-1)-
(iv) gnpn—1 — Pndn—1 = (=1)".
(V) gnPn—2 — PnQn—2 = (_1)n_1an-

Preuve. Observons tout d’abord que pour tous réels a; on a [ag,...,an—1,0s] = [ag,...,an-1 + 1/a,]. La
premiere formule se montre par récurrence (le cas n = 0 étant vérifié par construction). Supposons donc
x=lag,...,an_1,Ty,) alors [ag, ..., an, Tni1] = [a0,. .., an-1,0n+1/Tpnt1] = [ag, ..., an-1,2,] = z. Ensuite

p/

n

[ao, ey Qp—1,0n, anJrl] = [007 ey Qp—1,0n + ]-/anJrl] - -

n

oll on peut supposer (par récurrence) que les pf,, g, sont donnés par les formules p;, ., = aj, .1y, + P, 1
avec al, = a, pour m < n—1et a,, = ap + 1/apy1. Ainsi p), = (an + 1/any1)ph,_1 + 0o = (an +
1/an+1)pn71 +pn72 et Q;L = (an + 1/an+1)q;7,71 + q;z—Q = (an + 1/an+1)Qn71 + dn—2 d’ou

& o (an + l/an+1)pn71 +pn72 o an+1(anpn1 +pn72) +pn71 o An+4+1Pn +pn71

¢y (an+1/ani1)gn-1 + @2  Gn+1(@nGny + Gn-2) + @1 Gni1Gn + Gn-1

La formule (iii) se démontre comme les précédentes. Les formules (iv) et (v) se démontrent également par
récurrence, par exemple

Pn+1qn — qn4+1Pn = (anJrlpn +pn71)Qn - (anJrl(In + anl)pn = _(annfl - ann—l)
et de méme pour (v). O

Remarque : ces formules de récurrence permettent de calculer p,, et ¢,, a partir du calcul des a,; comme
a, > 1, on voit également que ¢, croit au moins comme une suite de Fibonacci et qu’on a l'estimation

n—1
Qn > (#) . On peut également tirer de ces formules
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Théoréme. La suite p, /g, converge vers x ; plus précisément la suite des pay, /qa, est croissante et converge
vers x, la suite des pan11/qan+1 st décroissante et converge vers x. On a 'estimation :

1
dn (Qn + Qn+1)

1
qndn+1

< x—p—n

dn

<

De plus les réduites définissent les meilleures approximations de x au sens suivant. Si q < g, et p/q # Pn/qn,

alors :

Pn
xr— —

n

an <q|r—-

:
et en fait si ‘x — %’ < 1/2q¢? alors il existe n tel que p/q = pn/Gn.

Preuve. On a a, = [r,] < x,, or la fonction [ag,...,a,] est clairement une fonction croissante (resp.
décroissante) de a,, pour m pair (resp. m impair) donc si n est pair [ag,...,a,] < [ag,...,Zn] = T et
I'inverse si n impair. D’apres le lemme on a

Po-1  Pn _ (=17 P2 Pn _ (=1)"'a,

= et —_— =
dn—1 dn gndn—1 gn—2 dn gndn—2
Ainsi on peut ordonner par exemple
b2n < P2n+2 << P2n+1 < DP2n—1
q2n q2n+2 q2n+1 q2n—1

et ainsi & — pp/qn| < [Pn/@n — Prt1/Gn+1l = 1/angn+1 alors que | — pp/qn| = |Pn/dn — Prs2/dn+2| =
n+2/GnGn+2 = An+2/qn(Cni2@ns1 + @n) = 1/¢n(gn+1 + ¢n). Ces estimations montrent clairement que la
suite p,,/qn converge vers x. Observons au passage que 1/¢p12 < |pn —2qn| < 1/¢n41 donc la suite |p, — ¢, |
est strictement décroissante. Soit maintenant p/q une fraction avec ¢ < g, et p/q # pn/qn. On peut supposer
Gn—1 < q; résolvons le systeéme de Cramer up,, +vp,—1 = p et ug, +vqg,—1 = ¢, on obtient u = +(pg, —qpPn—1)
et v = £(pgn — qpn) et en particulier w,v sont entiers et non nuls. Comme g = ug, + vg,—1 < g, on voit
que u et v sont de signes opposés et donc les deux quantités u(p, — ¢g,) et v(pp—1 — ¢n—1x) sont de méme
signe. Or p — qx = u(pn — ¢n) + v(Pp—1 — ¢n—1x) donc

‘p - qx' = |’U,(pn - an)| + |U(pn—1 - Qn—lx)| > ‘pn - QTLz| + |pn—1 - Qn—1z|-

Enfinsi |z—p/q| < 1/2¢?, posons x—p/q = €0/q* avec e = +1 et 0 < § < 1/2. Développons p/q = [ag, - - ., a)
en fraction continuée finie, en remarquant que si a,, > 1 on a [ag, . .., @] = [ao, - - ., am — 1, 1], on voit qu’on
peut choisir la parité de m *). On choisit cette parité de sorte que pp—1q —Pgm—1 = (=1)™ = e. Définissons
maintenant y par 'égalité = (ypm + Pm-1)/(YGm + ¢m—1), apres calcul on en tire y = (¢ — 0gn—1)/0q. En
utilisant ¢,—1 < q et # < 1/2 on voit que y > 1 donc on peut écrire y = [am41,...] avec ami1 > 1 et on
obtient le développement en fraction continuée © = [ag, . .., Gm, Gm+1, - - .| Qui montre que p/q = [ag, - . ., Qm)
est bien une réduite. O

Remarques. 1) Lorsque z € Q, le développement en fraction continuée est fini (i.e. il existe n tel que

a, = 0). Lorsque z € R\ Q on a donc z = lim,a, ...,ay], ce que Pon note aussi = [a, ..., an, Gni1, ...
et on dit que la suite des a,, donne le développement de = en fraction continuée. 2) Lorsque = ¢ Q on a
donc x = lim,, o [ag, . . ., a,], ce que, par convention on écrit = = [ag, ..., an,...] et on dit que 'on a écrit

le développement en fraction continuée de x. 2) D’apres ce que nous avons vu, une solution de I’équation de
Pell-Fermat p? — dg? = 1 fournit une bonne approximation p/q de V/d qui doit donc apparaitre comme une
réduite du développement en fraction continuée de v/d et on pourra donc la trouver ainsi.

Exemples. Le développement en fraction continuée de z = v/2 (resp. y = \/7) s’écrit

V2=11,2,2,2,..] et VT=[2,1,1,1,4,1,1,1,4,..]

) On peut d’ailleurs démontrer que c’est le seul cas d’ambigiiité d’écriture en fraction continuée.
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et on constate que le développement est périodique ; en fait un théoreme de Lagrange indique qu’il en est
toujours ainsi pour x quadratique ; c¢’est méme une condition nécessaire et suffisante. Dans le cas de v/2, la
réduite initiale py/qo donne pg —2¢2 = —1 et p1/q1 = 3/2 donne p? —2¢? = +1 ; dans le cas de v/7, la réduite
p3/qs = 8/3 donne p3 — 7¢3 = +1. Le fait que le développement en fraction continuée soit périodique est un
cas particulier du théoréme de Lagrange cité ci-dessus qui affirme que le développement en fraction continuée
d’un réel x est périodique si et seulement si z est quadratique, i.e. racine d’une équation a coeeficients entiers
de degré deux.

Donnons un exemple illustrant la qualité de 'algorithme des fractions continuées : la recherche de solutions
de I’équation 22 — 61y% = 1 (essayer de trouver une solution & tatons!). Le développement en fraction
continuée de x = /61 s’écrit

V61 =[7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14,1,.. ]

et le développement devient périodique a partir de aj2 = a; = 1. Les premieres réduites sont

7 8 39 125 164 453 1070 1523 5639 24079 29718 440131 469849

La dixieme réduite p1o/qio = 29718/3805 fournit la premiere solution de 22 — 61y? = —1 et I'on en déduit
que la solution fondamentale de 22 — 61y? = 1 est donnée par x + yv/61 = (p1o + q10V/61)? soit :

(1, 91) = (1766319049, 226153980).

D. Anneaux d’entiers algébriques.

On donne ici quelques indications sur les propriétés générales des anneaux extensions de Z qui nous améne
a la notion d’anneau de Dedekind ; les outils sont ’algébre et un peu de géométrie des nombres.

On connait la notion d’élément algébrique (“algébrique” est toujours entendu ici au sens de “algébrique sur
le corps de rationnels”) ; c’est une notion de théorie des corps, la notion correspondante pour les anneaux
est la suivante.

Définition. Un entier algébrique est un nombre complexe « vérifiant une équation polynomiale unitaire a
coefficients entiers. Plus généralement un élément « est dit entier ou entier algébrique sur un anneau A s’il
vérifie une équation polynomiale unitaire & coefficients dans A.

Exemple. Un nombre rationnel o = a/b est racine de bX —a € Z[X] et on voit que « est un entier algébrique
si et seulement si c’est un entier. Remarquons également que si « est algébrique sur Q, alors il existe un
entier d € Z (un “dénominateur”) tel que da soit un entier algébrique. Cette propriété de Z se généralise
ainsi.

Définition. Un anneau integre A est intégralement clos si les seuls éléments de K := Frac(A) qui sont
entiers algébriques sur A sont les éléments de A.

Exemples. On montre facilement qu'un anneau principal ou factoriel est intégralement clos. Par contre
lanneau A = Z[\@] n’est pas intégralement clos puisque «a := 1+T\/g est dans Q(+/5), est racine de X2 — X —1
donc est entier sur A (ou méme Z) sans étre dans A.

Lemme. L’élément « est entier algébrique sur A si et seulement si 'anneau Ala] est un A-module de type
fini ou encore si et seulement si 'anneau A|a] est contenu dans un A-module de type fini.

Corollaire. La somme, la différence, le produit de deux entiers algébriques est un entier algébrique. Si «
est entier sur B et chaque élément de B entier sur A alors « est entier sur A. En particulier, si K est une
extension de Q, I'ensemble :

Ok :={a € K | a est un entier algébrique}

est un anneau.
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Preuve. Si « est entier sur A, il vérifie une relation o™ = a,, 12" 1 + ... + ag avec a; € A donc Ala] =
A+ Aa+...4+ Aa™"! est bien un A-module de type fini. Inversement si A[a] est contenu dans un A-module
de type fini Au; + ...+ Au,y,, on peut écrire au; = Z;nzl a; ju; avec a; ; € A ; notons M la matrice m x m
de coeflicients a; ; alors le polynéme P(X) := det (XId — A) est unitaire & coefficients dans A et P(a) =0
(penser au théoreme de Cayley-Hamilton, ou refaire sa démonstration) donc « est entier sur A. Pour le
corollaire, on observe que si «, 3 sont entiers algébriques, alors Z[w, 3] est un Z-module de type fini (une
partie génératrice est donnée par un nombre fini de a?37) donc tous ses éléments sont entiers sur Z. O

On appellera corps de nombres un K extension finie de Q et Ok I'anneau des entiers de K. On peut toujours
supposer (théoréme de I’élément primitif) qu’il existe « tel que K = Q(«).
Définition. Soit K un corps de nombres et a € K ; on définit la norme N(a) = Ng(a) (resp. la trace

Tr(a) = Trg (a)) comme le déterminant (resp. la trace) de la multiplication par a, vue comme application
Q-linéaire de K vers K.

On a N(af) = N(a) N(8) et Tr(a + 8) = Tr(«) + Tr(8) ; d’autre part, si o € Ok alors N(«) et Tr(a) sont
dans Z car ce sont a la fois des rationnels et des entiers algébriques. En effet on peut donner une expression
plus concrete de la trace et de la norme :

Lemme. Soit v algébrique sur Q et K = Q(a), soit P(X) = X%+aq 1 X1+, 4ag = (X—ay)... (X —ay)
le polynéme minimal de a sur Q, alors

Ng(a):al...ozd et Trg(oz):ozlJr...Jrad.

Plus généralement si v € K et m = [K : Q(«)], on a Ng(a) =(o1...0q)™ et Trg(a) =m(og + ...+ aq).

Preuve. Traitons le cas K = Q(«) et laissons en exercice le cas général. Il suffit de remarquer que le polynéme
caractéristique de la multiplication par «, vue comme application Q-linéaire de K vers K n’est autre que le
polynéme minimal de a. C’est clair si I'on choisit comme Q-base de K les éléments 1,a,...,a%" 1. O

Exemples. 1) Si K = Q(Vd) avec d sans facteurs carrés, alors Ox = Z[Vd] si d = 2 ou 3mod 4 mais
Og =12 {H'—Q\/ﬂ si d = 1mod4. En effet si o € Ok, écrivons o = & + yv/d avec, a priori, z,y € Q. On sait
que la trace et la norme sont dans Z et en fait, comme « est racine de X? — Tr(a)X + N(a), cela équivaut
méme & a € Og. Or Tr(a) = 2z et N(a) = 22 — dy?, donc x = a/2, y = b/2 avec a,b € Z et a®> — db® € 4Z.
Si a est pair, b également et inversement ; si a et b sont impairs on obtient d = 1 mod4, d’ou le résultat.
2) Si K = Q(¢) avec ¢ =: exp(2wi/p) alors O = Z[(]. On a vu que AZ[{] N Z = pZ (rappelons que
Ai=1-(). Sta=ag+ a1 +...+ap_2(P~2 on vérifie que Tr(Aa) = pag et donc ag € Z. On recommence
avec o’ := (~(a — ap) et on conclut que a; € Z et ainsi de suite.

Proposition. Si [K : Q] = n alors il existe ey, ..., e, € Ok tels que Oxg = Ze1 & ... ® Ze,, (comme groupe
abélien ou Z-module).

Remarquer qu’il n’est pas toujours vrai qu'il existe un entier algébrique a tel que Ok = Z[a].

Preuve. Nous allons utiliser I'observation que la forme Q-bilinéaire (z,y) := Tr(zy) de K x K vers Q est
non dégénérée. Soit f1,..., f, une base de K sur Q, quitte a les multiplier par un dénominateur commun
d € Z, on peut supposer f; € O. Définissons f7,..., f; la base duale (i.e. telle que Tr(f;f}) = d;;) et
notons d un dénominateur commun des f*. Soit donc x € Ok, écrivons z = x1f1 + ...+ 2, fn avec z; € Q.
On remarque que Tr (z(df;)) = d Tr(z f}) = dx; est dans Z et on obtient ainsi

1
Zfl@...@anc(’)Kca(Zfl@...@an)

d’ou l'on tire ’énoncé voulu. O

On en tire facilement que, si I est idéal non nul, alors il existe e} € I tels que I sécrit Zej @ ... D Ze, ; on
voit alors que card(Og /I) est fini. On note N(I) ce cardinal (c’est la norme de I'idéal) ; on a alors
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Proposition. Soit a € Ok alors
N(aOk) = [Ng(a)|

De plus la norme est multiplicative sur les idéaux : N(IJ) = N(I) N(J).

Preuve. Si M est une application Z-linéaire de Z" vers Z™ de déterminant non nul, on a card(Z"/MZ"™) =
| det(M)|. Sil'on considére maintenant M («) la multiplication par a de Ok vers Ok on obtient

N(aOg) = card (O /aOk) = | det(M (a))| = |Ng(a)| )

Pour la deuxiéme propriété, il suffit, a cause du théoreme de décomposition des idéaux énoncé ci-dessous, de
prouver la formule N(IJ) = N(I) N(J) avec J premier (non nul) donc maximal. Comme I.J C I on a

card (O /1J) = card (Ok /I) card (I/1J).

Comme J est maximal, k := Ok /J est un corps (fini) ; d’autre part I/IJ est un Og-module annulé par
J donc on peut le voir comme un k-module ou k-espace vectoriel ; montrons qu’il est de dimension 1, ce
qui montrera que card(I/IJ) = card (O /J) et achévera la preuve. Si on avait un k-sous-espace vectoriel
{0} C L C I/1J, ce serait également un A-module et il correspondrait donc & un idéal I’ tel que L = I'/I.J
et IJ CI' C J. Comme J est maximal on doit avoir I’ =IJou I' = J. O

Exemple d’anneau non principal. L’anneau Z[Z\/g] n’est pas principal, ni factoriel car il n’est pas intégra-

c
lement clos : Z[iv/3] # Z[(1 4 iv/3)/2] cependant on peut justement l'inclure dans I’anneau principal Z[j].
Plus fondamentalement les anneaux Z[v/10] et Z[iv/5] ne sont ni principal ni factoriel ; en effet

9=32=(V10+1)(V1I0—-1) et 6=23=(1+iV5)(1—iV5)

donnent deux décompositions essentiellement différentes en produits d’éléments irréductibles. En fait on
peut montrer directement que 1'idéal engendré par 3 et v/10 4+ 1 dans Z[/10] (resp. I'idéal engendré par 2 et
iv/5 + 1 dans Z[iv/5]) n’est pas principal car le quotient par l'idéal est Z/3Z (resp. Z/2Z) et il n’y a aucun
élément de norme 3 dans Z[v/10] (resp. de norme 2 dans Z[iv/5]).

Définition. Un anneau A est un anneau de Dedekind s’il est noethérien, intégralement clos et si tout idéal
premier non nul est maximal.

Exemple fondamental : 'anneau des entiers O d’un corps de nombres est un anneau de Dedekind. En effet
il est intégralement clos par construction et, comme le quotient par un idéal non nul est fini, les deux autres
conditions sont aisément vérifiées : I'ensemble des idéaux contenant un idéal non nul donné est fini et un
anneau fini est integre si et seulement c’est un corps.

La propriété fondamentale des anneaux de Dedekind — celle qui remplace en quelque sorte la factorialité —
peut se formuler ainsi

Théoréme. Soit A un anneau de Dedekind, tout idéal non nul se décompose en produit d’idéaux premiers ;
de plus on a unicité de la décomposition (4 l'ordre pres).

Pour la preuve je renvoie au livre de Samuel théorie algébrique des nombres (chapitre IIT). Une autre pro-
priété importante, qui peut d’ailleurs servir de définition pour les anneaux de Dedekind est que les idéaux
fractionnaires sont inversibles et en particulier si ’on consideére le monoide des idéaux et qu’on le quotiente
par les idéaux principaux, on obtient un groupe que nous précisons ci-dessous (un idéal fractionnaire I est
un sous-Ox-module de K tel qu'il existe d € Ok tel que dI C Ok ; il est inversible il existe I’ tel que
Il = Ok).

Nous allons maintenant décrire un peu plus les idéaux premiers. Tout d’abord remarquons que si  est un
idéal premier non nul de Ok, alors p N Z est un idéal premier non nul de Z, donc de la forme pZ pour un
certain nombre premier p ; ainsi tout idéal premier @ est associé a un p qui est aussi la caractéristique du
corps résiduel Ok /p. Inversement, si p est un nombre premier, alors on peut considérer I'idéal qu’il engendre
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dans Ok ; celui-ci n’a aucune raison d’étre encore premier en général et s’écrira donc, au vu du théoreme

ci-dessus :

pOk = pi'...ps avec p; idéaux premiers distincts et e; > 1.

Notons fi; = [Ox/pi : Fp] de sorte que N p; = p/i, en prenant les normes on obtient
N(pOg) =p" = Npi' ... Npf: = por/it-tel:

d’ou l'on tire la relation
S

Z eifi =mn.

i=1

En utilisant le théoreme des restes chinois, on peut aussi observer que :

Ok /PO = (O /p7') % ... x (Ok [957) -

Décrire les idéaux premiers de K revient ainsi a décrire la décomposition des premiers de Z dans Og.

Exemple (décomposition des premiers dans un corps quadratique). Dans le cas ot K = Q(v/d) et [K : Q] = 2
(on peut supposer d sans facteurs carrés), on a trois possibilités de décomposition :

(i) On a pOk = p1p2 avec N p; = p ; on dit que p est décomposé dans K.

(i) On a pOx = @1 avec N p1 = p? ; on dit que p est inerte dans K.

(i) On a pOx = p? avec N @1 = p ; on dit que p est ramifié dans K.

Ce qui correspond respectivement a s =2,e; =es =1let fi = fa =1, oublens=1,e; =1et f; =2, ou
bien s =1, e; =2 et fi = 1. On peut caractériser ces cas a 'aide du symbole de Legendre.

Théoréme. Soit K = Q(\/E) un corps quadratique avec d sans facteurs carrés. Si p est un nombre premier
impair on a
(i) p est décomposé dans K si et seulement si (g) = +1.

(ii) p est inerte dans K si et seulement si (%) =-1

(iii) p est ramifié dans K si et seulement si (%) = 0, c’est-a-dire si p divise d.

Pour le nombre p = 2 la loi de décomposition est donnée par
(i) 2 est décomposé dans K si et seulement si d = 1 mod38.
(ii) 2 est inerte dans K si et seulement si d = 5mod 8.

(ii) 2 est ramifié dans K si et seulement si d = 2 ou 3mod 4.

Preuve. Si p est premier impair, remarquons que O /pOx = Z[v/d]/pZ[\/d] ; cest trivial si d = 2 ou 3mod 4
et si d = 1 mod 4 il suffit de remarquer que, si b est un entier impair, a + b (%) =a+ (17_7”) (1+ \/3) +

P (H’T‘/E) donc Ok = Z[\/&] + pOk. Ensuite on obtient les isomorphismes

A= Ok [pOx = ZIVd|/pZIVd) = Z[X]/(p, X* — d)Z[X] = F,[X]/(X* — d)F,[X].

On voit alors que, ou bien X2 — d se décompose dans F,[X] en deux facteurs distincts, ce qui correspond
a (%) = +1 et alors A 2 F, x F,, et p est décomposé, ou bien X? — d est irréductible dans F,[X], ce qui
correspond & (g) = —1let alors A 2 F2 et p est inerte, ou bien X? — d a une racine double dans F,,[X], ce

qui correspond a d = 0 dans F,, ou encore (%) =0 et alors A 2 F,[X]/X?F,[X] et p est ramifié.

Sip=2etd=2ou3dmod4 on a alors
Ok /20 = ZIVd|/2Z[Vd) = Z[X]/(2, X* — d)Z[X] = F5[X]/(X* - d)F[X] = F5[X]/(X — d)’F2[X]
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donc 2 est ramifié. Si maintenant d = 1 mod 4, comme le polynéme minimal de HT‘/E est X2 — X — %, on
a

1++d 1+vd d—1 d-1
Ok /20K =7 — /2Z — | = Z[X]/(2,X* - X — T)Z[X} ~Fy[X]/(X? - X — T)FQ[X].

Ainsi si ©2 = 0mod 2, c’est-a-dire d = 1mod 8, on X2 — X — 22t = X (X —1) dans F5[X] donc O /20y

F5 xFs et 2 est décomposé alors que si % = 1mod 2, c’est-a-dire d = 5mod 8, on X?—X — % =X2+X+1

irréductible dans Fo[X] donc Ok /20K = Fy et 2 est inerte. O

On a vu que les anneaux Ok ne sont pas en général principaux mais on peut montrer qu’ils sont “presque
principaux” au sens suivant. On a une notion de produit d’idéaux et on peut définir une relation d’équivalence
sur les idéaux non nuls par I ~ J si il existe o, 8 € O \ {0} tels que ol = BJ. On démontre que tout
idéal est inversible modulo cette relation et on peut donc parler du groupe des classes d’idéaux noté Clk ou
Pic(Ok). Le second théoreme central de la théorie est le théoreme de finitude.

Théoréme. Soit K un corps de nombres alors le groupe des classes d’idéaux Clkest fini.

Corollaire. Soit hx := card(Clx) alors pour tout idéal non nul I de O, l'idéal I"% est principal.
Inversement, si pged(hg,m) =1 et I™ est principal, alors I est principal.

Nous expliquons ci-dessous les grandes lignes de la démonstration de cet énoncé ainsi que la structure du
groupe des unités de Ok . Ces deuzr dernieres propriétés (finitudes du groupe des classes, génération finie
du groupe des unités) ne sont pas purement algébriques (elles sont d’ailleurs fausses pour les anneaux de
Dedekind en général) et leur prewve nécessite des considérations de géométrie des nombres.

Géométrie des nombres.

Si K = Q(«) et P est le polynéme minimal de a, on a n = [K : Q] = deg(P) et P possede r; racines réelles
aq,...,0p et rq paires de racines complexes conjuguées a1, Gy 41y -« -y Oy gy Gy 415 (done n = ry+2rq).
Les plongements de K dans R sont donc donnés par o;(a) = «; (pour 1 < i < ry) et les plongements
complexes (non réels) par o, +i() = Qp 44, 0, 1i(@) = @ry 44 (pour 1 < i < ry). Remarquons qu’on peut
montrer que ces plongements, définis ici a partir du choix d’un élément primitif, n’en dépendent en fait pas.

Théoréme. (Théoreme des unités de Dirichlet) Soit K un corps de nombres avec r1 plongements réels et
T9 paires de plongements complexes conjugués, alors le groupe des unités O3 est isomorphe au groupe fini
des racines de I'unité de K fois Z" avecr :=1r1 +ro — 1.

Preuve. (Sauf pour les exemples ci-dessous, nous allons seulement prouver le théoreme avec r < r; +rg9 — 1).
On procede comme pour ’étude des unités de Q(\/&) : on introduit I'application L : Of — R"™ "2 définie
par :

L(a) = (log |Jl(a)|7 s 710g |UT1 (Oé)|, 210g |O—T1+1(O‘)|a cey 210g |UT1+7”2 (Ol)|) ’

on montre qu’il n’y a qu’un nombre fini d’élément de oo € O3, tels que L(«a) soit dans une boule donnée de
R™ %72 qu’ainsi le noyau est fini et est donc constitué des racines de I'unité contenues dans K et que I'image
L(O3) est discrete. On observe que cette image est contenue dans 'hyperplan z1 + ... 4+ 4, = 0 puisque
log | Ng ()] = 0. Enfin si on sait qu’un sous-groupe discret de R™ est isomorphe & Z" avec r < m on en
déduit ’énoncé avec r < r; +7r, — 1.0

Exemples. Un corps quadratique imaginaire vérifie ry = 0, 7o = 1 donc r = 0, i.e. Oj est fini. Un
corps quadratique réel vérifie 1 = 2, ro = 0 donc r = 1, donc OF, = {£1} x Z comme nous l'avons vu.
Dans le cas K = Q(3/2), on a r; = ro = 1 donc r < 1, or, en posant a := +/2 pour alléger, on voit
que (1 +a+a?)(a—1) =1 donc 1+ a+ a? est une unité et » = 1. Dans le cas de K = Q(¢) avec
¢ := exp(2mi/p), on voit que r1 = 0, 15 = (p — 1)/2 donc r = (p — 3)/2. On peut montrer directement que
les unités ny, := sin(kw/p)/sin(w/p) pour k = 2,...,(p — 1)/2 sont indépendantes et engendrent donc un
sous-groupe de rang (p — 3)/2 donc d’indice fini dans O7,.
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Pour démontrer la finitude du groupe des classes on utilise le plongement de K dans FE := R™ x C"? = RI[K:Q]
donné par

D(a) = (o1()y ..., 00 (@), 0p 41(Q), ..oy Ory 1y (@)

On montre que I'image de Ok est discrete et, comme O = Z™, c’est donc un réseau de volume disons
D = Dg. Joint au théoreme de Minkowski, ceci permet de montrer :

Lemme. Il existe ¢; > 0 (dépendant de K) tel que si I est un idéal non nul de Ok, il existe un élément
non nul « € I tel que |Ng(a)’ < e N(I).

Preuve. Soit K; le compact convexe symétrique de E défini par |z;| < ¢, son volume est proportionnel
at" (avec n = [K : Q)) ; le réseau ®(I) a pour volume Dy N(I) donc si t" > ¢2"Dg N(I), on aura
®(I) N K; # {0}. On peut donc choisir t™ proportionnel a N(I) et il existe donc v € I non nul tel que
®(a) € K¢ et donc |Ng(a)| <t" < N(I).O

Corollaire. Il existe ¢; > 0 (dépendant de K) tel que toute classe d’idéaux de Ok contienne un idéal de
norme inférieure a c;.

Preuve. Soit C une classe d’idéaux et I un idéal entier dans la classe inverse, d’aprés le lemme, il existe
a € I tel que |Ng(a)| < ¢1 N(I). Considérons J := «(I)~! ; c’est un idéal entier dans la classe de (I)~!
c’est-a-dire C et P'on a N(J) = [N§(a)|N(I)™! < ¢;. O

Le corollaire entraine la finitude du groupe des classes en observant qu’il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux
de norme donnée.
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Troisieme partie : Théorie analytique des nombres.

A. Enoncés et estimations “élémentaires”.
B. Fonctions holomorphes (résumé/rappels).
C. Séries de Dirichlet, fonction ((s).

D. Caracteres et théoreme de Dirichlet.

E. Le théoréeme des nombres premiers.

A. Enoncés et estimations “élémentaires”.

Donnons tout d’abord quelques énoncés précisant la proposition d’Euclide : “il existe une infinité de nombres
premiers’.

1

Proposition. La série de terme log(p)p~! ou p~! est divergente ; plus précisément

1 1 1
Z o8(p) =logz+ O(1) et Zzloglogw—i—C’—i—O( )
p<z p<z log z

Ces énoncés peuvent étre raffinés avec le

Théoréme. (théoréme des nombres premiers) Lorsque x tend vers I'infini, on a le comportement asympto-
tique :

m(x) := card{p premier , p < z} ~ oo
ogw

On peut donner diverses formes équivalentes de ce théoreme :

0(x) ~ x; Y(x) ~x ou encore  p, ~nlogn
ou l'on a posé O(x) = Zpgm logp, ¥(x) = megw log p et p,, désigne le n-ieme nombre premier. Nous allons
démontrer également 1’énoncé suivant

Théoréme. (théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet) Soient a,b > 1 premiers entre eux, alors
il existe une infinité de nombres premiers p de la forme a + bn.

On peut préciser cet énoncé en montrant que les nombres premiers se répartissent grosso modo de maniere
uniforme entre les classes de congruences modulo b.

Théoréme. Sous les mémes hypothéses, on a :
1 logl 1
yoo Lo leler, oy ()
p o(b) log
p<=x
p =amodb

Nous ne démontrerons pas mais énongons un énoncé un peu plus fin.
Théoréme. Lorsque z tend vers 'infini, on a le comportement asymptotique :

T

n(w;a,b) i= card{p premier , p < v, p= amodb} ~ —o i

Nous développons maintenant dans ce paragraphe les méthodes dites “élémentaires” (c’est-a-dire dans ce
contexte n'utilisant pas la variable compleze) permettant de prouver les assertions précédentes hormis le
théoréme de la progression arithmétique et le théoréme des nombres premiers. On obtient néanmoins une
version partielle sous la forme : il existe deux constantes c1,cq > 0 telles que c1z/logx < w(x) < cox/logx.

Lemme. On a I'estimation nlog?2 <logC3, = log (277) < nlog4.
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Preuve. D’abord, par la formule du bindéme de Newton, C3, < Zk 0 Ck = (1+1)2" = 4", Ensuite, on

peut minorer C%, = Ei’;))z - W >9n. O

Lemme. On a la formule ord,(n!) =5 L}%}; de plus la somme peut étre restreinte & m < logn/ logp.

Preuve. Ecrivons n! = 1.2.3...n = [[;_, k. Le nombre d’entiers < n divisibles par p est [n/p]; le nombre
d’entiers < n divisibles par p? est [n/p?]; etc. L'ordre en p de n! est donc bien la somme des [n/p™]. Enfin,
p™ < n équivaut & m < logn/logp, d’ou la derniére affirmation. O

On peut ainsi écrire
2n n
log C3., = Z ord, (C%,)logp = Z Z {pm] -2 L}m} logp
p<2n p<2n \m2>1

Pour écrire une minoration, on ne garde que les termes avec n < p < 2n; en effet on observe qu'un tel p
divise clairement O3, = (2n)!/(n!)? et on obtient ainsi

nlog4 > log C3,, > Z logp = 6(2n) — 6(n).

n<p<2n

On en tire une majoration du type 6(z) < Cz. En effet

,_.

m—1 m—
g(2k 1) —g(2F) < 2Flog4 = —1)log4
k=0 k=0

dong, si 2™ < z < 2™t on obtient
O(x) < (2™ < 2™l log4 < 22log4.

Pour écrire une minoration on remarque que [2u] — 2[u] vaut toujours 1 ou 0 et vaut zéro des que u < 1/2.
Ainsi

nlog2 <logCg, = 3 [ 30 {2"} 9 [H logp< 3 <1°g )logp:log(Qn)ﬂ'(Zn).

p<2n \m2>1 pm p p<2n 1ng

On en tire une minoration du type 7(z) > Cxz/logx. En effet, si 2n < z < 2(n + 1) alors

m(x) > 7(2n) >

nlog 2 S (x 1) log 2

log(2n) = \2 7/ logz’

Par ailleurs on a facilement

Zlogp<logz21—7r ) log x.

p<z p<z
Ensuite notons que pour 2 <y < x
n@) - wly) = 3 1< 3 loap = (0(x) — 6(y))
y<p<z o8y y<p<z logy
On en tire b(x) o)
m(z) < ogy +7(y) < ogy TV



En choisissant y = x/(log #)? on obtient donc en rappelant 'inégalité précédente

0(x)

log z s @) < e .

~ logz +2loglogx  (logx)?

En résumé on tire facilement des inégalités précédentes que 0(x) ~ x équivaut a w(z) ~ z/logx et que
Crz < 0(z) < Cox et Cyz/logx < m(x) < C4/logx. Par ailleurs la comparaison entre la fonction 6(x) et la
fonction i(x) est aisée :

0(x) < Y(x) := Z logp = 0(x) + 0(/x) +0(Jx) + ... < 0(x) + log(x)8(/x) < 0(x) + Clog x\/x.

m<gy

Enfin, si 'on note p, le n-iéme nombre premier, on a 7(p,) = n par définition. Le théoréme des nombres
premiers implique donc que n ~ p,, log(p,) ou encore que p, ~ nlogn. On vérifie que ce dernier énoncé est
en fait équivalent au théoréeme des nombres premiers.

Lemme. (Formule d’Abel) Soit A(z) := Y. __a, et f une fonction de classe C!, on a :

n<zx

S anf(0) = A (@)~ AW - [ ADF O

y<n<z

Preuve. On remarque que f:ﬂ A f'(t)dt = A(n) f:“ F'@)dt = A(n) (f(n+1) — f(n)). Ainsi, si on pose
N=[z]et M =[y],ona

N N—1 ,pt1 N-1
- / AW dt=— 3 / AW Wd =3 An) (f(n) — f(n+1))
M n=M"’" n=M

Y f()(A(n) = A(n = 1)) = F(N)AN) + A(M) f(M) .

n=M-+1

N
Y f(m)ay — F(N)A(N) + A(M) f(M)

n=M+1

D’otl la formule, quand = et y sont entiers. Pour la formule générale on observe que — f[z] A f(t)dt =

A([e]) (f (2) = f([2])) = A(2) (f (=) = f([2]))- O

Applications. 1) La formule permet une comparaison assez précise entre “somme” et “intégrale” ; de fagon
plus précise, si on prend a, = 1 et si on fait une intégration par parties on obtient :

> o [ swaes [ o -ra
n) = t)dt + t—[t]) f'(t)dt.

n=M+1 M M

Pour le choix de f(t) = 1/¢ on obtient

ii: 1+/1N(fgt_/1N(t_[tD;lzt =log N+ (1 - /100@_ [t])ff)

olt y:=1— [["(t—[t])% est appelée constante d’Euler.
2) Prenons a, = 1 donc A(t) = [t], y =1 et f(t) =logt, on obtient alors

+/oo(t—[t])@ =logN+~v+0 (&) ,

N t2

Jdt

g (o) = [o] og(e) — [ 4%

:mlogxf/ dtJr([x]fx)log:vf/ %dt:xlogfcfx+0(logx).
1 1
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Remarque. La formule de Stirling donne un énoncé légerement plus précis, a savoir

Scis, & ir : n! ~n"e "/2mn et
donc log(n!) = nlogn —n + £ logn + 3 log(2m) + €(n) avec lim, o €(n) =0
Par ailleurs on voit que

log ([= Z ord,, Nlogp
p<z
-y [ }
p<xm>1

g s ([f-3) - £ 5 ]

p<xm>2
lo
:xz gp—i—O(:v)
p<z 4

ol la derniere estimation provient de la majoration 6(z) = 3 . logp = O(z) et de l'estimation

ZZ[ ]logp<wzzlogp £8P o).

-1
p<xm>2 p<zm>2 p<$lﬂp )

On en tire la premiere formule cherchée

Z 10% =logz + O(1).

p<z

Pour la deuxieme on applique la formule d’Abel avec f(t) = 1/logt et a,, = logp/p si n = p est premier et
an = 0 sinon; on obtient, en posant A(z) =3 . loifp, que :

> =Y )

p<m n<x
_ Ax) +/'T A(t)dt
~ logx 5 t(logt)?
Todt Toodt
=1 1/1 —_— -
+o(/ ng)+/z tlogt +0 </2 t(logt)Q)
=loglogx + C + O(1/log x).

B. Fonctions holomorphes (résumé/rappels)

(Paragraphe sans preuve)

Concernant les séries, nous utiliserons les regles de calcul du produit de deux séries absolument convergente

(S (5] -5 ()

ainsi que la regle d’interversion de sommation avec des termes a,, ,, positifs

5 (5] - S (50
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On sait qu'une série entiere S(z) = Y7 anz™ posséde un rayon de convergence, disons R > 0 (éventuel-
lement R = 0 ou R = +00) tel que la série converge pour tout |z| < R et diverge pour tout |z| > R;
de plus la convergence est absolue a l'intérieur du disque de convergence et la fonction est de classe C™
avec S®)(2) = 3> n(n —1)...(n — k + 1)a,z"*. En fait la fonction S est de nouveau développable
en série entiere autour de chaque point zg € D(0, R), c’est-a-dire que pour z € D(zg,7) C D(0,R) on a
S(z) = 30° ybn(z — 20)™ (avec en fait b, = S™(z)/n!). Une telle fonction ne possede quun nombre fini
de zéros dans chaque disque fermé (ou compact) contenu dans D(0, R). On peut définir la multiplicité d'un
zéro zy comme lentier k tel que S(z) = (z — z)* oo o bn(z — 20)™ avec by # 0. Une fonction représentable
par une série entiere au voisinage de chaque point est dite analytique.

On définit une fonction holomorphe comme une fonction admettant une dérivée (complexe) en chaque point,

OEIE

= f'(20) € C existe.
Z— 20 Z— 20

Bien str les notions de “dérivable” et de “analytique” sont tres différentes en variable réelle; en variable
complexe, elles sont par contre équivalentes :

Proposition. Soit f : U — C une fonction holomorphe, et supposons que D(zy,r) C U alors pour tout
z € D(20,7), on a f(2) = 300 s an(z — 20)", avec a, = f™ (z)/nl.

Proposition. Soit f : U — C une fonction holomorphe, supposons U connexe et f non identiquement nulle,
alors I’ensemble des zéros de f est discret dans U.

Corollaire. Soit f,g : U — C deux fonctions holomorphes, supposons U connexe, alors, si ’ensemble
{z€eU| f(z) = g(z)} n’est pas discret dans U on a f = g. En particulier, une fonction holomorphe sur un
disque D(zg,r) C U admet au plus un prolongement holomorphe a U.

On définit ensuite les fonctions méromorphes comme des fonctions holomorphes sur un ouvert U sauf en les
péles disons zg ou elles ont le comportement suivant : il existe un entier m, appelé l'ordre du péle tel que la
fonction (z — 29)™ f(z) admet un prolongement holomorphe au voisinage de zg et non nul en zp. Il revient
au méme de demander que f(z) s’écrive, au voisinage de 2 :

a Ay — a
flo)= — b — L —

(z—2z0)™ (22— z9)™m ! z— 20

+ fonction holomorphe en zj.

Le coefficient aq s’appelle le résidu de f en zq et sera noté Rés(f;zp). Son importance provient de son utilité
dans le calcul d’intégrales.

On définit I'intégrale le long d’un contour ainsi : pour 7 : [a,b] — C de classe C! on pose

b
/ f(2)dz = / SO/ (1)t

La formule de changement de variables montre que la valeur de I'intégrale ne dépend pas de la paramétrisation
du chemin mais dépend du sens selon lequel on parcourt le contour. On appellera par commodité contour
simple un chemin v : [a,b] — C tel que v(a) = v(b) mais v injectif sur [a,b] et tournant dans le sens
trigonométrique. On notera qu’'un tel contour partage le plan en deux parties connexes (l'intérieur et
Pextérieur).

Théoréme. (théoréme des résidus) Soit f une fonction méromorphe sur U; soit v un contour simple évitant
les péles de f et soit S I’ensemble des péles de f situés a I'intérieur de ~y alors :

/ f(z)dz = 2mi Yy Rés(f;a).

a€sS

En particulier, on voit que si U est simplement conneze, i.e. “sans trous”, alors, si f est holomorphe sur
U et 1,72 sont deux chemins dans U joignant a et b alors f,yl f(z)dz = fw f(2)dz. Ainsi on peut définir
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une primitive d’une fonction holomorphe f(z) sur un tel ouvert par la formule F'(b) = fv f(2)dz ot v est un
chemin dans U joignant a et b.

Proposition. Soient f,(z) une suite de fonctions holomorphe de U vers C; supposons que la suite converge

uniformément sur tout compact de U vers une fonction f, alors f est holomorphe et les dérivées f,(Lk) converge
uniformément sur tout compact de U vers la fonction f*).

Explicitons ceci sur 'exemple des séries et produits infinis. Soit u,(z) une suite de fonction holomorphes
telles que la série S(z) := Y .~ un(2) soit convergente; supposons de plus la convergence uniforme sur tout
compact - c’est-a-dire que ‘ZLV:M un(z)‘ < €(M) avec ¢(M) tendant vers 0 quand M tend vers 'infini. Alors

la fonction S(z) est holomorphe et
Sk Z Uy,

De méme si maintenant on suppose que [[)~, u,(z) converge uniformément vers P(z) sur tout compact de
U - c’est-a-dire que ‘P(z) - Hivzo un(2)| < e(N)avec €(N) tendant vers 0 quand N tend vers l'infini - alors
P(z) est holomorphe sur U.

Exemple. (logarithme complexe). La fonction exp(z) = e* = > 7, 2"/n! est holomorphe sur U = C (par
exemple la convergence de la série est uniforme sur tout disque de centre 0 et de rayon R). Définissons

oo

F(z):Z( 1)n_‘_l(z—l z:: (1—2)"

n=1

La série est (absolument) convergente sur le disque D(1,1) = {z € C | |1 —z| < 1} et la convergence uniforme
sur le disque de centre 1 et rayon r < 1 donc F(z) est holomorphe. Si z est réel dans l'intervalle ]0,2[ on
voit que F'(z) = log z (logarithme usuel) et en particulier on a

exp (F(z)) = z.

La formule précédente indique que les deux fonctions identité et exp oF, analytiques sur le disque D(1,1)
coincident sur le segment ]0,2[ et donc sur le disque entier. Ainsi F' définit un logarithme complexe sur le
disque |z — 1| < 1.

Définition. Soit f(z) une fonction holomorphe sur U, on dit que F(z) est une détermination du logarithme
de f sur U (on écrira alors un peu abusivement F(z) = log f(2)) si, d’une part F(z) est holomorphe et,
d’autre part exp (F(z)) = z.

Remarques. Si F(z) est un logarithme, alors f ne s’annule pas sur U et on a |exp (F(2))| = exp (RF(z)) = |2]
donc

Rlog f(z) = log|f(z)].
De méme f'(z)/f(2) = F'(z) exp (F(z)) / exp (F(z)) = F'(z) ou encore

f'(z)
fz)°

Enfin, si Fy et Fy sont deux logarithmes, alors Fy(z) = Fi(z) 4+ 2kmi sur U connexe.

dilogf( )=

Ces remarques suggerent de construire le logarithme de f(z) comme une primitive de f'(z)/f(z), sous la
condition que f ne s’annule pas. On a vu que cela est possible si U est simplement connexe.

Proposition. Soit U ouvert simplement connexe du plan complexe et f(s) holomorphe sans zéro sur U
alors il existe une détermination holomorphe F(s) = log f(s) sur U; deux telles déterminations different d’un
multiple entier de 27i.
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C. Séries de Dirichlet, fonction ((s).

o0 Qp,

On appelle série de Dirichlet une série de la forme F(s) = > ", %=, La premiere propriété importante est

donnée par

Proposition. Soit F(s) = Y 0", Sz une série de Dirichlet, supposons qu’elle soit convergente en sq alors

elle converge uniformément sur tout ensemble de type {s € C | R(s — s9) > 0, |s — so| < CR(s — s0)}.

Preuve. Soit M > 1 et posons A(z) := )y ;cn<, @nn” 5 d’apres les hypotheses on a donc |A(z)| < (M)
avec (M) tendant vers zéro quand M tend vers I'infini. Appliquons la formule d’Abel

N
Z apn”® = Z anpn~%0n = (57%0) — A(N)N_(S_SO) —A(M)M_(S_SO) —I—(s—so)/ A(t)t_(s_SOH)dt
M<n<N M<n<N M

et majorons l'intégrale ainsi

N
Aty (st gy

N —(o— —(o—
M (o 00)_N (0—00)

<6(M)/ t (e—=00 1)dt = E(M)

M N

1 (o —00)

En se plagant sur un secteur angulaire délimité par o — g = R(s) — R(sp) > 0 et |s — so| < C(o — 0p) on
obtient

Y an T < e(M)(2+C)

M<n<N

ce qui suffit & montrer la convergence uniforme sur ce secteur (Cf dessin ci-dessous). O

En appliquant les théoremes généraux du paragraphe précédent on obtient :

Corollaire. Toute série de Dirichlet F(s) = Y, %2 posséde une abcisse de convergence, disons o
telle que la série converge pour R(s) > oq et diverge pour R(s) < o¢. De plus la fonction F définie par

la série est holomorphe dans le demi-plan de convergence R(s) > o et ses dérivées s’expriment comme
F®)(s) =37 an(—logn)kn=s.

Preuve. 1l suffit de poser o9 = inf{o € R la série converge en o}, puis d’observer que tout compact du
demi-plan (ouvert) de convergence est contenu dans un secteur comme ci-dessus, ou la convergence est
uniforme. O

On peut aussi tirer de la démonstration précédente la formule (ot 'on pose A(t) := >, -, an) :
e e} e}
> agnt = s/ D 5/ Ayt tat
ot 1 1

n<t

qui montre en particulier la convergence pour R(s) > 0si A(t) = )", -, an est bornée.

La plus célebre série de Dirichlet est la fonction zéta de Riemann définie par la série >, # Il est bien
connu, au moins pour les valeurs réelles, mais le cas général en découle, que ’abscisse de convergence est +1.

Théoréme. (Produit d’Euler) Pour R(s) > 1, on a la formule

@-En(-2)

p
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Preuve. Pour R(s) > 0, la convergence d’une série géométrique donne (1 —p=*)~! = 3> 'p~™* et donc

en faisant le produit pour p1,...,p, les nombres premiers < 7T on obtient
oo
H (1 —p_s)_l = H < p_ms> = Z (pgnl .. .p:,nr)_s = Z n_s
p<T p<T \m=0 mi,...,mp>1 neN (T)

ot 'on a noté N (T') I'ensemble des entiers dont tous les facteurs premiers sont < 7. Ainsi, lorsque R(s) > 1,

SL-T(-2) || X A=y

p<T ngN (T) n>T

1

= nio"

1
nS
n>T

La derniére somme est la queue d’une série réelle convergente (quand o := R(s) > 1) et tend donc vers zéro,
ce qui prouve a la fois la convergence du produit et la formule d’Euler. O

Corollaire. La fonction ((s) ne s’annule pas dans le demi-plan R(s) > 1. On peut construire une
détermination holomorphe de log ((s) pour R(s) > 1 en posant :

—ms

log¢(s) = > Y F—

p m>1

En posant

on peut aussi écrire

On a 1—p~® # 0 et le produit est convergent donc la premiere affirmation est claire. La premiere formule
se déduit de la formule d’Euler en prenant les logarithmes et en utilisant le développement en série

log ((1 — x)*l) =

La deuxieme s’obtient en dérivant la premiere. O

Intermede (I). Ces formules se généralisent en remplacant Z, Q par Ok, K et 'unicité de la décomposition
en facteurs premiers par I'unicité de la décomposition en idéaux premiers. Notons Zx 1’ensemble des idéaux
non nuls et Px Pensemble des idéaux premiers non nuls (maximaux) de Ok alors on peut introduire la
fonction zéta de Dedekind et démontrer :

Ck(s) = Z N(I)™* = H (1- N(p)_s)_1 pour R(s) > 1.

IeTk ©EPK
Proposition. La fonction ((s) se prolonge en une fonction méromorphe sur le demi-plan $(s) > 0 avec un
unique pole en s = 1 et résidu +1.

Preuve. L’énoncé affirme que la fonction ((s) — 1/(s — 1), définie au départ pour R(s) > 1, admet un
prolongement holomorphe au demi-plan $(s) > 0. Pour cela écrivons a l'aide de [t] =}, ;1

o0

()= % = s/loo[t]t—s—ldt

:s/ t_sdt—i—s/ ([t] =)t~ 'at
1 1

1
s—1

+1+s/oo([t] — )t dt
1
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Or |[t] —t] < 1 donc la derniére intégrale est convergente et définit une fonction holomorphe pour £(s) > 0.0

Remarque. En fait la fonction ((s) — 1/(s — 1) peut se prolonger & tout le plan complexe et ((s) vérifie
de plus la célebre équation fonctionnelle démontrée par Riemann, qui s’écrit £(s) = £(1 — s), en posant

£(s) = 1/?T(s/2)¢(s)-
Exercice. Rappelons que (f * g)(n) = >_,,, f(d)g(n/d), montrer que, si les deux séries de Dirichlet F(s) =
Yoo L fn)n~% et G(s) =307 | g(n)n~* convergent absolument pour R(s) > oy, alors, dans le méme demi-

plan, on a :
F(s)G(s) = (Z f(n)n_s> ( g(n)n_s) = (fxg)m)n~*.
R

n=1

C(s)7t = Z u(n)n™? ou i est la fonction de Moebius

(ie. p(1) =1, p(p1...px) = (—=1)* et u(n) = 0 si n possede un facteur carré).

D. Caracteres et théoreme de Dirichlet.

Définition Si G est un groupe fini abélien, on appellera caractére un homomorphisme de G vers C*.
L’ensemble des caracteres de GG forme un groupe qui sera noté G.

Proposition. Le groupe G est isomorphe (non canoniquement) au groupe G.

Preuve. Si G = Z/nZ, un caractere vérifie x(1) € p, (ot u, désigne comme d’habitude le groupe des
racines n-iemes de ['unité) et ’application y +— x(1) fournit un isomorphisme entre G et p,, or ce dernier est
isomorphe & Z/nZ donc & G. Montrons ensuite que G 1/><\G2 = le X (jg; en effet un charactere y de G1 X Go
s’écrit x(g1,92) = x(91,e2)x(e1, g2) et, en posant x1 = x(.,e2) et x2 = x(e1,.) on obtient un isomorphisme
X — (x1, x2) de G1/><\G2 vers G X Go. Le cas général est maintenant facile : ona G 2 Z/nZ x ... xZ/n,Z
donc

G2 (Z/Zx ... xZ/nyZ) 2 LI Z % ... x L)y L2 Z)mZ x ... x LIn,Z = G.
O

Lemme. Soit x un élément d’ordre r dans G alors pour chaque £ racine r-ieme de I'unité, il existe |G|/r
caracteres tels que x(x) = £. En particulier on a la formule :

[ -x@)71)=@a-17)"  dans C[T].
xeé‘

Preuve. On voit immédiatement que x(z) € pu, puisque x(z)" = x(2") = x(eg) = 1. Considérons
Papplication y — x(z) de G vers W3 c’est un homomorphisme dont nous allons identifier le noyau. Soit H
le sous-groupe engendré par x (donc H = Z/rZ); le noyau de 'homomorphisme précédent est constitué des
caracteres tels que x(z) = 1 ou encore des caracteres triviaux sur H. Ces derniers sont en bijection avec les
caracteéres de G/H et leur cardinal est donc card(G/H) = |G|/r. On voit que I'image a pour cardinal r donc
que ’homomorphisme est surjectif ce qui acheve la preuve de la premiere partie du lemme. Pour la derniere
formule on remarque que

|Gl/r

[Ta-x@n) = [[0-¢n) _(1—Tr)clr

XEG IS
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Proposition. Soit G un groupe fini commutatif, on a les relations suivantes :

VgeG\{e}, Y x(9)=0 et VxeG\{1}, > x(g)=0.

x€@G geG

Preuve. Si g = e on a clairement eré x(g) = |Gl; si g # e d’aprés le lemme précédent, il existe x1 avec
x1(g) # 1 alors
D ox(9) =Y (xxad9) =xal9) Y x(9),

XEG XEG XGG

d’ott le résultat. On procede de méme avec 'autre somme en observant que, si x = 1 alors 3 x(9) = |G|
et, si x # 1, il existe g; tel que x(g1) # 1 donc

> xlg) = xlgg) = x(g1) Y_ x(9)

geG geG geG

d’ou la deuxiéme formule. O

Corollaire. Soit a € G alors

1 _ 1 siz=a
e St = { g

Preuve. Cela découle des relations précédentes en observant que, puisque x(a) est une racine de l'unité,

X(a) = x(a)~™! = x(a™!) et donc YeaX@)x(@) =3 cq x(a=tz) vaut |G| si x = a et 0 sinon. O

Définition Soit x : Z/mZ* — C* un caractére de Z/mZ*, on appellera caractére de Dirichlet modulo m
(et on notera encore x) l'application de Z vers C définie par

(n) = x(nmodm) sipged(m,n) =1
xXan) = 0 si pged(m,n) > 1
Remarque. On garde la propriété de mutiplicativité, c’est-a-dire que, Vn,n’ € Z, x(nn') = x(n)x(n’).

On va utiliser ces caracteres de la fagon suivante : on a I’égalité (au moins formellement)

> )= L > > x(@)x(p)f(p) = L > o)+ L > x(@) [ Do x)fp) |-
Flm) 2 2. atm) 2270+ Gy 2,70 (2

p=amodm
On a déja traité des sommes comme le premier terme Zp f(p) ; pour pouvoir traiter les sommes du type
>, X(p)f(p), on va intoduire les séries suivantes.
Définition Soit x, un caractere de Dirichlet modulo m, on définit la série “L” de Dirichlet par

o0

L(x,s) = Z x(n)n=%.

n=1

Remarque. Si xo est le caractére unité modulo n, on a xg(n) = 1 ou 0 suivant que n est premier avec n ou
non. On en déduit aisément que L(xo, ) est presque égal a la fonction ((s); plus précisément :

Lixo,s)= Y. no=]][0-p*)=]]0-p "))

pged(n,m)=1 pym plm

Proposition. L’abscisse de convergence de la série L(, s) est o = 0 sauf si x est le caractére unité, auquel
cas o = 1.
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Preuve. D’aprés la remarque précédente, la série L(xg, $) pour xo égal au caractére unité a la méme abscisse
de convergence que la série définissant la fonction zéta, c’est-a-dire 1. Le terme général de la série ne tend
pas vers zéro si R(s) < 0 donc la série ne peut pas converger. Si x est un caractére modulo m qui n’est pas
le caractére unité, alors Zn 1 X(n) =0 et donc

Sxm|=| 3 x| <m

n<x [%]<n<$

et on a vu qu’alors la série de Dirichlet converge pour R(s) > 0. Remarquons que I’abscisse de convergence
absolu est 1 et est strictement supérieur a ’abscisse de convergence dans ce cas. O

Théoréme. On a la formule d’Euler généralisée :

_ g:l x() _ I1 (1 - X(p)>_1 pour R(s) > 1

s
» p

Pour R(s) > 0, la convergence d’une série géométrique donne (1 — x(p)p~*)~* = >"°_ x(p)™p~™* et donc
en faisant le produit pour pq,...,p, les nombres premiers < T on obtient
o]
L) = T (35 x5 ) = )™ oxon) o) = 5 o™
p<T p<T \m=0 neN(T)

ou l'on a noté N (T) les entiers dont tous les facteurs premiers sont < T'. Ainsi, lorsque R(s) > 1, on a

1
<> —
n>T

H<1‘X]§5)>_1= > %SZ&Z)

p<T ngN (T) n>T

— x(n)

La derniére somme est la queue d’une série réelle convergente (quand o := R(s) > 1) et tend donc vers
zéro quand T tend vers l'infini, ce qui prouve a la fois la convergence du produit et la formule d’Euler
généralisée. O

Corollaire. Pour R(s) > 1, on a L(x, s) # 0.
Preuve. C’est clair puisque le produit d’Euler est convergent et que 1 — x(p)p~* # 0. O

Corollaire. On a également les formules

IOgL X, 8 Z Z X 7ms et o L/(X, S) — Z X(p)mloif — Zx(n) A(Tl) )

p m>1

Preuve. La preuve est semblable & celle donnée pour la fonction ((s). O

Intermede (IT). Choisissons K = Q(v/d) avec d sans facteurs carrés. La loi de décomposition des premiers
de Z dans Ok permet d’écrire la contribution en p a la fonction de Dedekind (x (s)
Ql-—p ) 2=01-p ) '(1- (%) p~*)~1  pest décomposé dans K
1—p2)t=0Q—-p 11— (%) p~)~L p est inerte dans K

l=p ) t=0-p ) t1- (%) p=®)~ ! p est ramifié dans K
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(pour p impair avec un énoncé similaire pour p = 2). On en tire donc que
(i (s) = C(s)Lxas s)

avec x le caractere défini par xq4(p) = (%) pour p impair et xq4(2) = 1 (resp. xa(2) = =1, xa(2) = 0) si
d = 1mod8 (resp. d =5mod8, d =2 ou 3mod4). On pourra montrer en exercice que, si D := |d| pour
d = 1mod4 (resp. D := 4|d| pour d = 2 ou 3mod4) x4 est un caracteére modulo D. On va montrer si-dessous
que L(xq,1) # 0 et donc la fonction (k(s) possede, tout comme ((s) un pole d’ordre 1 en s =1 et le résidu
vaut L(xq4,1). Un des plus jolis résultats de théorie analytique, la formule des classes s’exprime ainsi dans
ce cas :

R iﬂ% si K imaginaire

. 1) =

eb(<K7 ) 2}L$gg6 si K réel

ol hg est le nombre de classes, w le nombre de racines de 'unité (égal & 2 si d < —4 et resp. 4 et 6 pour
d=—1et d= —3) et € désigne l'unité fondamentale > 1 (générateur de Ox modulo £1). Cette formule,

jointe au calcul explicite de L(x, 1) est tres utile pour étudier notamment hy.
Pour la démonstration du théoreme de la progession arithmétique, on a besoin du résultat clef suivant :

Théoréme. Soit x un caractere de Dirichlet différent du caractére unité, alors :

L(x,1) #0.

Remarque. Sion savait déja que le produit d’Euler convergeait, on pourrait conclure immédiatement, puisque
1L—x(p)p~" #0.

Avant de démontrer le théoréeme, voyons comment en déduire le théoreme de Dirichlet. On écrit, pour
R(s) > 1 la formule

S 1 B .
Z P_§:mzp +¢(m))§1x(a)<§x(p)p >

p=amodm pYm

La formule d’Euler généralisée nous permet d’écrire

Z x(p)p~? =log L(x, s) + fonction holomorphe pour £(s) > 1/2
p

Par conséquent, pour x différent du caractere unité, au voisinage de s = 1, sachant que L(x,1) # 0, on en
déduit > x(p)p~° = O(1). Par contre > p~* = —log(s — 1) + O(1) donc on conclut que

> o= o)

p=a mod m

ce qui démontre bien le théoreme de la progression arithmétique. O

Remarque. Si @ désigne un sous-ensemble de ’ensemble P des nombres premiers, on peut définir plusieurs
notions de densité. La preuve précédente suggere d’introduire la notion de densité analytique :

dan (Q) := lim M.
s—1 Z[)E'P p75

Nous venons donc de démontrer que la densité analytique des premiers congrus & a modulo m est 1/¢(m).
On peut aussi définir la densité “naturelle” comme

. card{pe Q|p <z}
d =1 .
(Q):= lim card{p € P | p < x}
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On peut montrer, mais nous ne le ferons pas, que la densité naturelle des premiers congrus & a modulo m
est 1/¢(m).

Pour prouver que L(x,1) # 0 , nous utiliserons le lemme suivant concernant les séries de Dirichlet & coeffi-
cients réels positifs.

Lemme. Soient a,, > 0 réels, supposons que la série F(s) = > ° | a,n™* converge pour R(s) > o et que la
fonction se prolonge analytiquement au voisinage de o, alors I’abscisse de convergence de la série définissant
F(s) est strictement inférieure a oy.

Preuve. Choisissons r > 0 et 0 < ¢ et 01 > 0g de sorte que o € D(o1,r) avec ce disque contenu dans le
domaine d’holomorphie de F(s). Le point o7 est dans le demi-plan de convergence, donc

o1) = Z an(—logn)*n=o,
n=1

En écrivant le développement en série entiere de F' dans le disque D(o7,7) au point o on obtient :

< pk) (g,
Py =3 T 6y
k=0
:Z%Z (—logn)*n=1(c —o1)*
:Z%Z (logn)*n=" (o — o)k
>

a,n”~ 7t kz H(log n)k(al — O’)k
=0

3
Il
-

i

apn” 7t exp (logn(o; — o))

3
Il
_

g1—0

M

apn” 'n

3
Il
-

apn”?

M

Il
—

n
ou l'interversion des sommations est justifiée par la positivité des termes. Ceci montre que la série converge

eno. O

Lemme. Soit G l'ensemble des caractéres modulo m, soit p premier ne divisant pas m et soit f, l'ordre de
pmodm et g, := ¢(m)/fp, on a lidentité :

I1 @ —xw1) = -1)"

X€G
Preuve. Cela découle du lemme général sur les valeurs en un point des caracteres. O

Corollaire. La fonction F(s) := [, ¢4 L(x,s) est une série de Dirichlet a coefficients positifs sur le demi-
plan R(s) > 1 et posséde un pdle simple en s = 1.

Preuve. Pour la premiere affirmation, on calcule

I;IL(Xv “TI11 ( ) =11 (1 _ pjfp)gp 1 (f:p—r.fps>%

pym X pym pym \r=0
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qui est clairement une série de Dirichlet a coefficients positifs. Par ailleurs pour o € R, en remarquant que
gp>1et f, < ¢p(m), ona

00 9p

[Tt I (£r) = T )
X pym \r=0 pym

Ainsi la série et le produit divergent pour o = 1/¢(m).

Par ailleurs la fonction L(xo, s), tout comme ((s) est méromorphe sur R(s) > 0 avec un unique pdle simple en
s = 1; les autres L(, s) sont holomorphes sur $(s) > 0, donc le produit de ces fonctions est méromorphe sur
R(s) > 0 avec un pole simple en s = 1 si Hx#m L(x,1) # 1 et aucun pole si l'un des L(x, 1) est nul. Montrons
que ce dernier cas ne peut se produire. En effet si la fonction produit est holomorphe jusqu’a $(s) > 0 alors
le lemme sur les séries de Dirichlet a coefficients positifs entrainerait que ’abscisse de convergence serait < 0,
ce qui serait contradictoire. O

On déduit de 'argument précédent que L(x, 1) est non nul pour chaque y différent du caractére unité et on
termine ainsi la preuve du théoreme de la progression arithmétique.

Remarque. On peut montrer que (aux facteurs correspondant aux premiers p divisant m prés) le produit
Hx L(x, o) est égal & la fonction zéta de Dedekind du corps Q(exp(27i/m)), ce qui explique de maniere plus
conceptuelle pourquoi les coefficients sont positifs.

E. Le théoréme des nombres premiers.

Nous allons démontrer le théoreme des nombres premiers sous la forme :
Théoréme. L'intégrale [~ (6(t) — t)t=2dt est convergente.

Montrons que la convergence de l'intégrale implique 8(z) ~ x et donc 7(x) ~ x/logx. Supposons en effet
que limsup @(z)z~! > 1, alors il existe € > 0 et z,, tendant vers l'infini tels que 0(z,)z,;! > 1 + €. Pour
t € [xn, (1 +€/2)zy,] on a done (8(t) — t)t=2 > (0(xy,) — (1 + €/2)z,) 22 > €/22,, et par conséquent

(14€/2)xy, 62
/ (6(t) — )t~ 2dt > T

n

ce qui contredit la convergence de I'intégrale. On conclut que limsup f(z)z~! < 1. Un argument symétrique
montre que liminf §(z)z~1 > 1 et donc limf(x)r~! = 1.

Pour démontrer le théoréme nous allons utiliser le résultat suivant de variables complexes (di & Newman).

Théoréme. (“théoréeme analytique”) Soit h(t) une fonction bornée et continue par morceaux, alors I’inté-
grale

“+oo
F(s) = /0 h(u)e™**du

est convergente et définit une fonction homorphe sur le demi-plan R(s) > 0. Supposons que cette fonction se
prolonge en une fonction holomorphe sur le demi-plan fermé R(s) > 0, alors I'intégrale pour s = 0 converge
et

400
F(0)= / h(u)du.
0
Admettons provisoirement ce résultat, et voyons comment ’appliquer & la fonction

+o0 _ T gleu) — v +oo
F(s):/l o(t) tdt:/o 0()eudu_/0 (B(e")e=" — 1)e= du

$st2 eu(s+2)
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La fonction h(u) := 6(e*)e™™ — 1 est bien bornée et continue par morceaux donc, si 'on vérifie 'hypothese

de prolongement holomorphe, on pourra conclure que F'(0) = 0+°° (0(e")e ™™ —1)du = +°° a(t) Ldt est bien
convergente.

On peut transformer I'intégrale définissant F'(s) (pour R(s) > 0) ainsi :

F(s) = /Ho o —t

ts+2
+oo
= Z/ £t~ S*Zdtf/ =51t
1
B i n—s—1 _ (n+ 1)—5—1 B 1
a — s+1 s
I = ., 1
T2 (0(m) = 6(n — 1)) -
1

—s—1

Or on a vu que

:: Z log(p Zlog pp °+ Z log(p

p,m>1 p,m>2

et la deuxiéme somme dans le dernier terme est convergente et donc holomorphe pour R(s) > 1/2. On en
tire que > log(p)p™* = Cg((s) + fonction holomorphe sur R(s) > 1/2 et enfin que

((s+1)

F(s) == C(s+1)

1
— — + fonction holomorphe sur R(s) > —1/2
s

Le point clef de la démonstration est alors le résultat suivant :
Théoreme. (Hadamard, De la Vallée-Poussin) La fonction ((s) ne s’annule pas sur la droite (s) = 1.

Preuve. On part de la formule
4cos(x) + cos(2z) + 3 = 2(1 + cos(z))* > 0.

On rappelle que

—mo—mit —mo

log (o +it) = Zp et log\((0+it)|zzp

p,m

cos(—mtlogp).

On obtient ainsi

log (¢(o + it)*|C(o + 2it)|C(0)?) = S 2

p,m>1

(4 cos(—mtlog p) + cos(—2mtlogp) +3) >0

Ainsi on peut conclure que, toujours pour o > 1, on a

[C(o +it)|*|¢(o + 2it) C(0)* > 1. (%)
Si maintenant ((s) a un zéro d’ordre k en 1 + it, d’ordre £ en 1 + 2it, on a |((o + it)| ~ a(oc — 1)k,
|¢(o + 2it)| ~ bl —1)¢ et ((0) ~ (0 —1)~! (quand o tend vers 1 par valeurs supérieures) donc le membre

de gauche de I'inégalité () est équivalent & c(o — 1)*+¢=3 ce qui entraine 4k + ¢ —3 < 0 et donc k = 0. O
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Corollaire. La fonction définie pour R(s) > 1 par

¢s) 1

C(s) s—1

G(s) :=—

s’étend en une fonction holomorphe sur R(s) > 1.

Preuve. Le théoréme précédent montre que la fonction ¢’(s)/¢(s) est holomorphe sur la droite $(s) = 1 sauf
en s = 1, par conséquent la fonction G(s) l'est également. Pour étudier G(s) au voisinage de s = 1 on utilise
que ¢(s) a un pole simple en s = 1 et par conséquent ('(s)/¢(s) = —1/(s — 1) + g(s) avec g(s) holomorphe
au voisinage de 1. Ainsi G(s) est bien holomorphe au voisinage de 1 et donc sur la droite R(s) = 1.0

Ce dernier résultat acheve la preuve du théoréme des nombres premiers, au résultat analytique pres qui est
démontré en appendice.

Appendice : Preuve du “théoréme analytique”

Démontrons maintenant le résultat analytique utilisé dans la preuve du théoréme des nombres premiers dont
nous rappelons I’énoncé :

Théoréme. Soit h(t) une fonction bornée et continue par morceaux, alors 'intégrale

“+oo
F(s) = /0 h(u)e™*"du

est convergente et définit une fonction homorphe sur le demi-plan £(s) > 0. Supposons que cette fonction se
prolonge en une fonction holomorphe sur le demi-plan fermé R(s) > 0, alors I'intégrale pour s = 0 converge
et

+oo
F(0) = /0 h(u)du.

Preuve. La premiére partie est immédiate, démontrons donc la deuxiéme affirmation. Pour T réel (grand),

définissons Fr(s) := fOT h(t)e~stdt; ce sont des fonctions holomorphes pour tout s € C. On veut montrer
que limp_,o Fr(0) existe et vaut F'(0). Pour cela considérons R grand et le contour v = (R, d) délimitant
la région S := {s € C | R(z) > —0d et |s|] < R}. Une fois fixé R, on peut choisir § > 0 suffisamment petit
pour que F(s) soit analytique sur cette région. L’astuce réside dans le choix de la fonction suivante, on pose

Gr(s) = (F(s) = Fr(s)) e>" (1 N 52>

de sorte que G (0) = F'(0) — Fr(0) et on veut donc montrer que limyp_,., Gr(0) = 0. Pour cela utilisons le
théoreme des résidus une premiere fois en notant que

1 s2\ ds

Gr(0) = FO) = Fr0) = 50 [ (F6) = Fre) e (14 55) .

Pour majorer cette intégrale on la découpe en deux morceaux : ~; qui est la partie de ~ située dans le
demi-plan R(s) > 0 et v celle située dans le demi-plan R(s) < 0. On utilise le calcul suivant :

Soit s avec |s| = R ou encore s = Re®, alors on a :

2
sT s Ll w1 . —io o 1 s(s)T 2N(s)

Ensuite on a la majoration

0 0 Mefé)?(s)T
_ — —st < —st —
|EF(s) — Fr(s)] / h(t)e *"dt < M/T le™*| dt o)
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On obtient maintenant

_E-

eri/%(F(S)—FT(S))eST(l_i_;Z)Cf M

Ainsi, & condition d’avoir choisi R tres grand, ce morceau de I'intégrale sera arbitrairement petit. Découpons
maintenant l'intégrale sur 2 en deux morceaux I; — I avec :

1 2\ ds 1 s2\ ds
L=— | F)eT 1+ )2 t ILh=— | F T 14 2 )=
LT o L (s)e ( +R2> s 277 o A r(s)e < +R2> s

Pour majorer I on observe que, par le théoréme des résidus (ou ici la formule de Cauchy), on peut remplacer
le contour 7, par un arc de cercle de rayon R et en utilisant les mémes majorations conclure que |I| < M/R.
ds

Pour majorer I; on observe simplement que la fonction F(s)es” (1 + }‘;—22) < converge vers 0 quand 7' tend

vers +00, et ceci uniformément sur tout compact contenu dans %(s) < 0. Par conséquent on a :

1 52\ ds
1~ - F sT 1 . PR—
7% 2 /72 (s)e ( * R2> s 0
En mettant ensemble les trois majorations obtenues, on voit que
[Fr(0) = F(0)| < — + (T

avec €(T) tendant vers zéro (de fagon dépendant de R), ceci suffit & prouver que lim Fr(0) = F(0), ce qu’il
fallait démontrer. O

Compléments sans preuves.

1) En lieu et place du résultat analytique, on peut aussi utiliser le théoréme de Ikehara, plus puissant mais
aussi plus délicat a démontrer, que nous nous contenterons d’énoncer :

Théoreme. (Ikehara) Soit A(t) une fonction croissante telle que l'intégrale F(s) = 1+O° A(t)t=s~Ldt soit
convergente pour R(s) > 1 et se prolonge continiiment & la droite R(s) = 1 sauf un péle simple en s = 1 de
résidu A\ (c’est-a-dire que la fonction F(s) — A/(s — 1) se prolonge contintiment a R(s) > 1) alors

A(x) ~ Ax.

Si A =0, c’est-a-dire s’il n’y a pas de pdle en s = 1, on obtient A(x) = o(x).

Le théoréme des nombres premiers s’en déduit en remarquant que les hypotheéses s’appliquent avec A(z) =
¥ (x) puisque
¢'(s) e et
=5 ()t Lt
¢(s) 1

2) Le résultat de non annulation de la fonction ¢ sur la droite R(s) = 1 peut étre considérablement renforcé,
au moins conjecturalement :

Conjecture. (“Hypothese de Riemann” (")) Soit s € C avec R(s) > 1/2, alors ((s) # 0.

Si on savait démontrer cette hypotheése, on pourrait en déduire que ¢ (x) = z + O(z%) pour tout o > 1/2 et
de méme 0(x) = z + O(z*). On en tirerait alors un équivalent beaucoup plus précis pour 7(x) en utilisant
la formule (déduite en appliquant la formule d’Abel) :

b)) [T et
™) = eyt /2 t(og)?

(*) L’hypothése de Riemann est un des problémes ouverts majeurs parmi les mathématiques ; la fondation
Clay offre également un million de dollars pour sa solution.
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On peut transformer cette formule en
*odt O(z) —x o) —t
= —— + 2log2 dt.
m(@) /2 logt +2ologat log(x) +/2 t(logt)?
Si 'on introduit la fonction “logarithme intégral’

) T odt

on voit que I’hypothése de Riemann entraine que w(x) = Li(x) + O(x®) pour tout a > 1/2. En observant
que

) T 1 =z T
L) = log = + 2 (log z)? +0 ((logx)3>

on voit que Li(x) constitue une approximation bien plus précise que z/log(x). Hélas le meilleur résultat
démontré est loin de ces espoirs, on sait néanmoins prouver des énoncés comme

m(x) = Li(x) + O (a: exp (—q/lo@)) .
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