Chapitre 1

Dualité, orthogonalité, espaces vectoriels
quotients

Ce premier chapitre comporte deux volets bien distincts. Le premier volet est surtout consacré a
des rappels concernant les notions de dual et de bidual pour un espace vectoriel, de base duale et
antéduale, d’application transposée, de crochet de dualité et d’orthogonalité (au sens de la dualité, a
ne pas confondre avec l'orthogonalité au sens d’un produit scalaire donné). Ces notions apparaitrons
tout au long du semestre dans les différents chapitres du cours et dans les exercices des fiches de
TD. Le second volet, plus original, est consacré a la notion d’espace vectoriel quotient. Il s’agit 1a
d’un outil conceptuel important qui permet, entre autres choses, de produire des isomorphismes
canoniques entre certains espaces vectoriels.

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps quelconque, par exemple Q,R,C, et E désigne un
K-espace vectoriel de dimension quelconque (sauf mention explicite du contraire).

1.1 Dualité et orthogonalité

1.1.A Généralités

Définition 1.1. On note
E* := L(E,K)

le dual de E. Les éléments de E* sont appelés formes linéaires sur E. On appelle hyperplan de E
le noyau d’une forme linéaire non-nulle sur F.

Remarque 1.2.
(i) Si dim(FE) < oo, alors dim(E*) = dim(F) dim(K) = dim(F).

(ii) Deux formes linéaires non-nulles sur F ont le méme noyau si et seulement si elles sont propor-
tionnelles (cf. exercice 6 de la fiche 1 du TD).

Exemple 1.3.

« Si E=K3, alors E - K, (2,y,2) = x +y + 2 est une forme linéaire non-nulle sur E. L’hyperplan
associé est le sous-espace vectoriel de E défini par ’équation x +y + z = 0.
« Si E est un R-espace vectoriel et f € C'(E,R), alors on a df, € E* pour tout z € E.



Une fois que 'on dispose de la notion d’espace dual, il est naturel de se demander si une
application linéaire entre espaces vectoriels induit une application linéaires entre les espaces duaux.
La réponse est oui mais & condition d’échanger la source et le but aprés passage au dual :

Définition 1.4. A toute application linéaire ¢: E — F entre espaces vectoriels, on associe sa trans-
posée définie par

tp:F* > E*, e~ e€o .
Proposition 1.5 (Propriétés de la transposée). Soient ¢: E — F et i: F' - G deux applications
linéaires entre espaces vectoriels. On a alors les propriétés suivantes :

(i) "(hop)=Tpoly

(i) Idp = Idpe

(iii) L’application L(E,F) — L(F*,E*), ¢ = 'p est linéaire.
(iv) Si ¢ est bijective, alors ()™t = (p71).

(v) Si ¢ est surjective, alors 'y est injective.

(vi) Si ¢ est injective, alors ‘g est surjective.

Démonstration. : Pour tout e € G*, on a

"(op)(e)=eopop="p(eorp) = ("poy)(e),

et donc (o) (€) = (Ypoly)(e). Puisque cette égalité est vraie pour tout € € G*, on en déduit que
t(pop) =tpoti. : Pour tout € € E*, on a (‘Idg)(¢) = eoldg = € = Idg«(¢), d’ot1 ‘Idg = Idg-.
: Soient p, ' € L(E, F) et A € K, alors pour tout e € E*, on a

‘ot )@ =co(pry)=copteor =("p+'¢)(e) ; et

") (e) =0 (Ap) = A€o p) = Mp(e).
Et donc 'application L(E,F) - L(F*,E*), ¢ ‘o est linéaire.
[(iv)] : Pour tout e € E*, on a

(po'())(e) ="p(eop™) =cop lop=c
Donc ‘pot(p™) =Idgs, dou {(¢71) = (fp)™L.
: On suppose que ¢ est surjective, et on considére ‘p: F* — E*. Soit € € Ker(*p). Alors ‘p(€) =
€o @ =0, c’est-a-dire
Vo eE, (eop)(x)=e(p(x)) =0.
Mais alors la surjectivité de ¢ implique € = 0, et donc ‘p est injective.
: En exercice! (Un peu plus difficile que le point [(v)]) O
Définition 1.6. Le bidual de E est
E* = (E")" = L(E",K).
Théoréme 1.7. L’application
vE - E™ =L(E"K), z~ (e~ €(x))

est une application linéaire injective canonique (c’est-a-dire dont la définition ne dépend pas du
choix d’'une base de E) de E dans E**. De plus, ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels si et
seulement dim(E) < oco.



Démonstration. « Linéarité de ¢ : Pour tous z,2" € E, pour tout A € K, on a

vz +Ax") = (e e(z+ A1)
= (e e(x) + Xe(2"))
= (e~ ¢(2)) + A(e > €(a”))
=u(x) + \e(2").

Il s’ensuit que l'application ¢ est linéaire.
« Injectivité de ¢ : Soit € £~ {0}. On veut montrer que ¢(x) # 0. Pour ce faire, on procéde par
Pabsurde et on suppose donc que c(x) = 0, c’est-a-dire, que pour tout € € E*, e(x) = 0.

On considére la droite vectoriel (z) dans E, et on fixe un sous-espace vectoriel supplémentaire
F de (z) dans E (un tel supplémentaire existe toujours, mais en dimension infinie montrer son
existence nécessite I'usage du lemme de Zorn qui est équivalent & 'axiome du choix). On a donc
E =(z)® F. Ainsi, tout élément v € E s’écrit v = A\x + f de maniére unique, avec A e K et f e F.
On definit alors une forme linéaire non-nulle ¢y € E* en posant €y(v) = A. Cette forme linéaire
vérifie €p(z) = 1 # 0, ce qui contredit le fait que pour tout € € E*, e(x) = 0. Il s’ensuit que ¢ est
injective.

« Sidim(F) < o0, alors dim(E**) = dim(E*) = dim(E), et donc comme ¢ est injective on en déduit
que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

« Si dim(F) = oo, alors on peut montrer que ¢ n’est pas surjective, mais la démonstration de
cette affirmation est plus difficile que ce qui précede. (L’étudiant.e motivé.e qui souhaite lire une
démonstration de ce résultat peut consulter les pages 25-28 du livre "Finite-Dimensional Vector
Spaces (2nde édition, 1974)" de Paul Richard HALMOS.)

O

Remarque 1.8. On peut montrer (mais c’est hors du cadre de ce cours) que la seule application
canonique de E dans E* est ’application nulle. En particulier, E n’est pas canoniquement isomorphe
a E™ (sauf dans le cas trivial E = {0}).

1.1.B Cas de la dimension finie

Dans toute cette section on suppose que dim(E) =n < co. L’avantage de travailler dans ce cadre
est qu’on dispose d’un outil supplémentaire : les matrices.

Définition-Proposition 1.9. Soit B = {ej,e9,...,e,} une base de E. Pour tout i € {1,...,n}, on
définit la forme linéaire e; € E* par

i 1 sii=j;
ei (€)= 0ij = { 0 sinon.
Alors la famille B* = {e],... e} est une base de E* appelée base duale de B. En particulier, on

retrouve que dim(E*) = dim(FE).

Démonstration. Vérifions que la famille B* est libre :
Soient Aq,..., A\, € K tels que Yitq Ajel = 0. Alors, en évaluant cette égalité en e; avec j € {1,...,n},
on obtient A\; = 0. Donc B* est libre.



Vérifions que la famille B* est génératrice :
On fixe e € E*. Pour tout x € E, on a la décomposition z = .| A\je;. Donc

n n n n
e(r) =€ (Z )\iei) = > Nie(er) = > ef (x)e(e;) = (Z e(ei)ef) ().
i=1 i=1 i=1 i=1
Ainsi e = Y1 e(e;)e;, et donc € € Vect(B*), autrement dit la famille B* est génératrice.
On a donc montré que la famille B* est a la fois libre et génératrice, c’est donc une bhase de
I'espace dual E*. O

Remarque 1.10. Soient B = {ej,...,e,}, une base de E, et B* la base duale de B. Alors on peut
vérifier que l'on a les égalités suivantes :

n n

VeeE, =) ej(x)e; et VeeE" e=) e(e)e;.
i=1 i=1

Remarque 1.11. La notation {e],...,e;} peut laisser penser que chaque e ne dépend que de e;,

ce qui est faux : chaque e; dépend de tous les éléments de B = {ey, ..., ey }. Considérons par exemple

le cas suivant : on suppose que dim(E) = 2, soit B = {e1,e2} une base de F, et soit B' = {f1, f2},

avec f1 =ej et fo =ej +eg, une autre base de E. Alors f1 = e; mais f; =e] —e; #e].

Définition-Proposition 1.12. Soit C = {e1,...,€6,} une base de E*. Il existe une unique base
C° ={e1,...,ey} de E telle que e =¢; pour tout i € {1,...,n}. Cette base s’appelle base antéduale
de {61, e ,en}.

Démonstration. Onnote {¢],...,¢€,} labase de E** obtenue en prenant la base duale de {e1, ..., €, }.

Eristence d’une base antéduale : D’aprés le théoreme , pour tout 7 € {1,...,n}, il existe ¢; € £
tel que t(e;) = €. Déja, comme ¢: E - E** est un isomorphisme d’espace vectoriels, on en déduit

que {e1,...,e,} est une base de E puisque c’est 'image de la base {¢],...,¢€,} par 'isomorphisme
11 E** — E. Ensuite, pour tout j € {1,...,n}, on a

ej(ei) = (ei) () = € () = 0ij-
On a donc bien e} = ¢;, pour tout j € {1,...,n}, et donc {ey,...,en} est une base antéduale de
{617 s 7671}'
Unicité de la base antéduale : Si{ei,...,e,} est une base antéduale de {1, ..., €y} (c’est-a-dire une
base de E telle que e} = ¢; pour tout i € {1,...,n}), alors

Vi,j € {1, e ,n}, L(ei)(fj) = 63'(61') = 6;(62') = (513

Donc t(e;) = €. Mais on a vu que ¢ est un isomorphisme (théoréme|[1.7)), et donc chaque e; = .7 (¢})
est unique. m

Le résultat qui suit est une conséquence immeédiate des définitions-propositions et [1.12

Corollaire 1.13. Il y a une bijection naturelle entre ’ensemble des bases de E et ’ensemble des
bases de E*; cette bijection est donnée par

{bases de E} — {bases de E*}
B > B*
ce i C



Nous allons maintenant nous intéresser au lien entre application transposée (au sens de la défi-
nition [1.4)) et matrice transposée (au sens habituel).

Proposition 1.14. Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels de dimension n et p respectivement.
On fixe des bases B = et C de E et F respectivement. Si p: F — F' est une application linéaire, alors

Matc+ g+ (tgp) = tMatB,c(go).
Démonstration. On pose

32{61,...,en};
C:{fh-nyfp}?
Matge(p) = (aij)ij € Mpn(K); et

Matce g+ (*©) = (Buk)nk € My p(K).

Alors, pour tous he {1,...,n}, ke{l,...,p}, on a

n p
Bhi = (Z Bjke;) (en) = (tw(f;;*)) (en) = (fi o) (en) = fi(w(en)) = fx (Zaihfi) = Qkh-
j=1 i1
On a donc Bux = agp, pour tous h € {1,...,n}, k € {1,...,p}, ce qui revient bien a dire que la
matrice Matp () est la transposée de la matrice Matcx g+ (Y¢). O

Corollaire 1.15. Soit p: E - F une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie.
Alors 1g(p) = 18("0)-

Démonstration. En effet, si 'on fixe des bases B et C de E et F respectivement, on a
rg(p) = rg(Matgc(p)) = rg("Matpc(p)) = rg(Mate- 5 () = 18(‘¢).

O

On va maintenant rappeler comment calculer une base duale ou antéduale via le calcul matriciel.
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, B = {ej,...,e,} une base de E, et B* =
{e],...,e:} la base duale de B. On considére une seconde base B’ = {f1,..., fn} de E.

Question 1.16. Comment calculer les coordonnées des f;" relativement a la base B* connaissant
les coordonnées des f; relativement & la base B7

Soient i,j € {1,...,n}. On note f; = X3'_; Agiex et f; = Xko1 rjer,- On pose

Ali 1
F;:=Matg(f;) =| : et Tj:=Matg(f;)=] i [,
Ani Hnj
qui sont des vecteurs colonne de taille n. Puis on pose F' = [Fl Fn] =(Nij)ijet T = [Tl Tn] =

(pij)ij, qui sont deux matrices carrées de taille n. Par hypothese, on connait les coefficients de la
matrice F', et on cherche & calculer les coefficients de la matrice T' (puisque les coordonnées des f;*
relativement a la base B* sont les coefficients de la i-éme colonne de la matrice T').



L’observation clef est la suivante : Pour tous 4,5 € {1,...,n}, on a
"TjF; = "Matp: (] )Mats(f;) = f; (fi) = 0ij.

1l s’ensuit que ‘TF = I,,, et donc T = F~1. Ainsi, les coordonnées des f; relativement a la base B*
sont les coefficients de la i-éme colonne de la matrice *F~!.

En conclusion, calculer une base duale revient a inverser une matrice (puis a prendre la matrice
transposée, mais cette seconde opération est aisée). Et si jamais on souhaite calculer une base
antéduale, le principe est le méme sauf que dans ce cas on connait la matrice T et on cherche a
calculer la matrice F' qui est alors égale a 71,

Ce qui précede peut aussi se reformuler ainsi :

Proposition 1.17. Soient B et B’ deux bases quelconques de I'espace vectoriel E.
Si Pass(B - B') = P, alors Pass(B* - B*) =tP~L.

1.1.C Orthogonalité (au sens de la dualité)

Définition 1.18. Soit £ un K-espace vectoriel.
« On a une forme bilinéaire canonique

<_|_):E* x B - K, (67‘17) = E(x)

appelée crochet de dualité.
+ Deux éléments € € E* et x € E sont dits orthogonauz si (e|lz) = 0.

Remarque 1.19. On veillera bien & ne pas confondre le crochet de dualité de la définition [I.1§]
avec un quelconque produit scalaire. En effet, ici on ne suppose pose que E est un R-espace vectoriel
euclidien! (Mais bien sir, les notations ne sont pas choisies au hasard, il y a bien un lien entre ces
deux notions.)

Définition 1.20 (Orthogonal d’un sous-ensemble). « Si F' est un sous-ensemble de E, alors
Ft:={ceE* |VzeF, (elx) =0}

est un sous-espace vectoriel de £*.
« Si G est un sous-ensemble de E*, alors

G°={xeE|Veeq, (elx)=0} = Q;Ker(e)

est un sous-espace vectoriel de F.

Proposition 1.21. On désigne par F, Fy, Fy des sous-ensembles de E et par G,G1,Go des sous-
ensembles de E*.
(i) Si Fy c Fy, alors Fy c F}-.
(ii) Si G1 c Ga, alors G5 c G.
(iii) Si F c E, alors F* = Vect(F)*.
(iv) Si G c E*, alors G° = Vect(G)°.

Démonstration. Cf. exercice 8 de la fiche 1 de TD. O



Proposition 1.22. On suppose que dim(E) =n < co.
(i) Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors

dim(F) + dim(F*) =dim(E) et (F')°=F.
(ii) Si G est un sous-espace vectoriel de E*, alors

dim(G) +dim(G°) =dim(E) et (G°)* =G.

Démonstration de|(i)} On note r = dim(F') et soit {eq,...,e,} une base de F' que 'on compléte en
une base {ej,...,e,} de E. On a F = Vect({ey1,...,er}), et donc d’aprés la proposition on a
Ft={e1,...,e;}".

On note € = i Ml € E*. Alors

ceFteece{er,...,e.}t = Vie{l,....r}, \j=€(e;) = (ele;) = 0.

Donc € € F* si et seulement si € € Vect({e),,...,e5}), et donc dim(F*) =n —r. De plus, (F*)° =
({ets-- - ertt) =({efiq,---yen})°, don

n
=Y aeie(F)° < Vjie{r+l,...,n}, aj = (ejlz) =0,
i1
ce qui implique

(F*)° =Vect({e1,...,e.}) = F.
Démonstration de . La démonstration est similaire & celle du point et est laissée en exercice. [

Remarque 1.23. On peut montrer que I'égalité (F*)° = F reste vraie lorsque dim(F) = co. En
revanche, seule I'inclusion G ¢ (G°)* reste vraie lorsque dim(E) = oo. (On laisse le soin & I’étudiant.e
motivé.e de justifier ces deux assertions!)

Corollaire 1.24. (Equations d’un sous-espace vectoriel en dimension finie.)
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n.
« Soient €1,...,€, € E* telles que rg({e1,...,€,}) = r. Alors le sous-espace vectoriel F' = {e1,...,€,}°
est de dimension n —r.
« Réciproquement, si F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — ¢, il existe ¢ formes
linéaires €1,...,€6, € E* telles que rg(ey,...,€q) = q et F ={e1,...,€}° =Nl Ker(e;).

Démonstration. 11 s’agit essentiellement d’une reformulation de la proposition On laisse donc
la démonstration de ce corollaire en exercice. O

Soit F' un sous-espace vectoriel de F et ¢ € L(E). On dit que F est stable par ¢ si p(F) c F.
Le résultat qui suit jouera un roéle clé dans le prochain chapitre.

Proposition 1.25. On suppose que dim(FE) < oo. Soient F' un sous-espace vectoriel de E et ¢ €
L(E). Alors F est stable par ¢ si et seulement si F'* est stable par ‘.



Démonstration. (=) : On suppose que ¢(F') c F. Alors, pour tout e € F'*  on a

0= (elo(F)) = e(p(F)) = (p())(F) = ("o(e)| F).

Il s’ensuit que ‘p(€) € F*, c’est-a-dire que F* est stable par ‘ip.
(<) : D’apres le corollaire [I.24] (ici on utilise I'hypothese dim(E) < o0), il existe r formes linéaires

€1,...,6 € E* telles que F' = {e1,...,6}° = n_;Ker(¢;). Donc, pour tout ¢ € {1,...,7}, on a
F c Ker(¢;), c'est-a-dire ¢; € F*. Comme F* est stable par ‘p, on a '¢(€;)(F) = 0, autrement dit,
€i(p(F)) =0, pour tout i € {1,...,r}, et donc p(F) cnl_ Ker(e;) = F. O

Remarque 1.26.

« Nous verrons au cours des prochaines séances que la proposition [I1.25] est trés utile dans certains
raisonnements par récurrence en dimension finie pour montrer l’existence d’un sous-espace vec-
toriel stable non-trivial. Par exemple, en utilisant la proposition [I.25 on peut facilement montrer
que n’importe quelle matrice complexe est trigonalisable.

« La proposition m reste vraie lorsque dim(F) = oo mais la démonstration est plus compliquée
et nécessite un recours a ’axiome du choix.

1.2 Espaces vectoriels quotients

1.2.A Généralités

Définition-Proposition 1.27. Soient F un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E
« La relation binaire R sur E définie par Ry si x — y € F' est une relation d’équivalence sur E.
« L’espace quotient E/R, noté E/F, est un K-espace vectoriel muni des lois

T+Y=T+y et A\I:= Az, (1.1)
ou T désigne I'image de x € E' dans 'espace quotient E/R.

Démonstration. On vérifie aisément que la relation binaire R sur E est une relation d’équivalence
(c’est-a-dire que R est réflexive, symétrique et transitive). Ainsi 'espace quotient E/F := E/R est
bien défini comme ensemble; il reste & vérifier que E/F est naturellement muni d’une structure
d’espace vectoriel, ¢’est & dire que ’addition et la multiplication externe définies par sont bien
définies et que ces deux lois vérifient toutes les propriétés qui définissent un espace vectoriel.

Pour montrer que I’addition et la multiplication externe données par sont bien définies, on
choisit x1,x2,y1,y2 € E tels que T1 = T2 et y1 =y2. On a alors

(.%'1 +y1) - ((L‘Q-i—yg) = (xl —xg) + (y1 —yg) EF, et donc 1ty =2T2 +Y2.

De méme
Axg —Ax1 = N(x2 —21) € F, et donc A\zq = Azo.

Ainsi laddition et la multiplication externe définies par (1.1]) sont bien définies.
On laisse alors le soin au lecteur/a la lectrice de ces notes de vérifier que ces deux lois vérifient

toutes les propriétés qui définissent un espace vectoriel (ce n’est pas difficile mais un peu rébarbatif).
O



Définition-Proposition 1.28. L’application
¢FE—>FE|F, ©~T7

est une application linéaire surjective, appelé morphisme de passage au quotient ; elle vérifie Ker(q) =

F.

Démonstration. Le fait que I'application ¢ soit linéaire découle de . En effet, on a
Vi, aa € B,VYA €K, g1+ Az2) = 21 + AT2 = T1 + AT2 = T1 + ATz = q(21) + Ag(2).

De plus, ¢ est surjective par définition du quotient E/F. Enfin

Ker(q)={zeE|T=0}={zeE|z-0eF}=F.

Proposition 1.29. Soient E un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors
dim(F) +dim(E/F) = dim(FE).

Démonstration. Si dim(FE) < oo, alors le résultat découle du théoréme du rang appliqué au mor-
phisme de passage au quotient ¢: E - E/F.

Si dim(FE) = oo, il faut vérifier que dim(F') = oo ou dim(E/F') = co. On proceéde par 1'absurde
en supposant que dim(F') et dim(F/F) sont finies. Soient B; = {e1,...,e,} une base de F et
By = {ti1,...,ts} une base de E/F. Pour chaque t; € E/F, on choisit b; € E tel que q(b;) = t;. On
note alors Lo := {b1,...,bs} qui est une famille d’éléments de E.

Montrons que By U Lo est une famille génératrice de E. En effet, si x € E, alors

q(x) =T = Z)\iti =q (Z )\zbz) .
=1 i=1

Donc z — ¥; \ib; € Ker(q) = F. On peut donc décomposer x — 3; \;b; dans la base By, ce qui donne
S T S T
x—Z)\ibiZ Zujej, et dOHCl‘:ZAibi-‘rZ/jje]‘.
i=1 j=1 i=1 j=1

Ainsi, By U Ly est une famille génératrice de E, d’ott dim(FE) < oo, ce qui contredit notre hypotheése
dim(E) = co. On a donc bien dim(F') = oo ou dim(E/F) = co. O

Définition 1.30. On appelle codimension de F dans E ’élément de Nu {oo} défini par
codimg(F) :=dim(E/F).

Proposition 1.31. Un sous-espace vectoriel F' de E est de codimension finie dans F si et seulement
si F' admet un supplémentaire S dans F de dimension finie. On a alors codimpg(F') = dim(S).

Démonstration. (=) : On suppose que F est de codimension finie dans E, ¢’est-a-dire que dim(E/F') <
co. On note s := dim(E/F). Soit {t1,...,ts} une base de E/F, et soit L := {by,...,bs} une famille
d’éléments de E tels que q(b;) = t; pour tout i € {1,...,s}. On pose S := Vect({b1,...,bs}). Alors
dim(S) < oo, et il reste & voir que E=F & S.



« Sive FnS, alors v=35, \b; et q(v) =0 car Ker(q) = F. 1l s’ensuit que

q(v) =q (Z ) =Y Aig(bi) = Y Aty
-1 i=1 i=1

Or la famille {t1,...,ts} est libre, donc tous les \; sont nuls et v = 0. Autrement dit, F'n.S = {0}.
« Soit ve E. Alors q(v) = X571 Nits = 250 \iq(bi) = q(X51 Aib;). Il s’ensuit que

v — ;)\ibi e Ker(q) = F, et donc v = ;)\ibi L,

pour un certain f € F. Autrement dit, £ =5+ F.
On a donc bien E = F & S. En outre, on vérifie aisément que la famille £ := {by,...,bs} est libre, et
donc que c’est une base de S. Il en découle que codimg(F') = dim(E/F) = s = dim(S).
(<) : On suppose que F = F & S avec S est un sous-espace vectoriel de dimension finie. On note
B:={by,...,bs} une base de S. Nous allons montrer que B := {by,...,bs} est une base de E/F.
« B est libre : Soient Ai,...,\s € K tels que Y A\ibi = 0. Alors Yisi Aibi € FnS = {0}, et donc
tous les A; sont nuls puisque B est une base de S.
« B est génératrice : On fixe T € E/F, et soit x € E tel que ¢(z) =7. On a x = Y5, \;b; + f, pour
un certain f € F, et donc

T=q(x)= Q(i;)\ibi + f) = Zs;/\iCI(bz’) +q(f) = ZS;)\iQ(bi) = Zs;)\zb_l

On a donc montré que la famille B est la fois libre et génératrice, autrement dit ¢’est une base de
E/F. En particulier, dim(S) = s = dim(E/F) = codimg(F). O

Remarque 1.32. Avec les notations de la proposition [I.31] on peut vérifier que la restriction du
morphisme de passage au quotient gg:S - F /F est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Et donc,
moralement, travailler avec ’espace quotient F/F revient a travailler avec un supplémentaire de F’
dans F mais sans faire le choix explicite de ce supplémentaire.

Théoréme 1.33. Soient E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) Le sous-espace vectoriel F' est un hyperplan de E (cf. définition [1.1)).
(ii) On a dim(E/F) = 1.
(iii) Il existe une droite vectorielle D de E telle que E = F & D.

Démonstration. < : 11 s’agit de la proposition avec S =D.
= : Etant donné que dim(FE/F) = 1, il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels
P: EJF ~ K, et alors ¢oq est une forme linéaire surjective (donc non-nulle) sur F telle que Ker(toq) =
Ker(q) = F. Ainsi, F est le noyau d’'une forme linéaire non-nulle sur F, donc un hyperplan de E.
= : Soit € € £ une forme linéaire non-nulle sur F telle que F' = Ker(e). Puisque € # 0~
il existe vg € E tel que €(vg) = 1. On pose D = (vp) la droite vectorielle engendrée par vy dans E.
Nous allons voir que E = F & D.
«SiveDnF,alors v =My et ¢g(v) =0. Il sensuit que A = Ag(vo) = ¢(Avg) = ¢(v) = 0. Donc
Dn F ={0}.
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« Soit ve E. Alors €(v) = = pe(vg) = €(pvp). Ainsi v — pvg € Ker(e) = F, et donc v = pvg + f, pour
un certain f € F, c’est-a-dire £ =D + F.
On a donc £ =D @ F, ce qui termine la démonstration de la proposition. O

Remarque 1.34. Dans la littérature, on trouve parfois qu'un hyperplan F' de E est défini comme
un sous-espace vectoriel F' de E tel que dim(E/F) = 1. D’apres le théoréme [1.33] cette définition
est équivalente a la définition [I.1]; on pourra donc utiliser indifféeremment n’importe laquelle de ces
deux définitions lorsqu’on parle d’hyperplan.

1.2.B Propriété universelle du morphisme de passage au quotient

Théoréme 1.35. Soit p: £ — E’ une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et E’. Soit
F un sous-espace vectoriel de E tel que o(F') = {0}. Alors il existe une unique application linéaire

P:E/F - E' telle que ¢ =g ogq. (1.2)

Autrement dit, on a le diagramme commutatif suivant :

E L E
X /
E|F

Démonstration. Si Papplication @ existe, alors elle est uniquement déterminée par I'égalité (1.2))
puisque ¢: E - E/F est surjective, et on doit alors avoir

VZ e E/F, 3(T) = ¢(x).

Vérifions que 'application  est bien définie. Soient x1, z9 € E tels que Z7 = Ta. Alors o(x1)—p(z2) =
o(x1 —x2) € p(F) = {0}, et donc la condition Z7 = T3 implique p(x1) = ¢(x2), ce qui signifie que
lélément $(T) := () ne dépend pas du choix de x dans sa classe d’équivalence 7.

Enfin, une fois que l'on a vérifié P’existence de @, on vérifie aisément que cette application est
linéaire en utilisant , et la linéarité de ¢. En effet, on a

VZ1, T2 € E/F, Ve K, 9(T1 + A\T2) = @(x1 + Az2) = p(q(x1 + Az2)) = (a1 + Ax2)
= p(x1) + Ap(22) = 9(q(21)) + Ap(q(22)) = 2(71) + Ap(72).
O

L’intérét du théoréme [1.39] est qu’il permet de construire des isomorphismes canoniques entre
certains K-espaces vectoriels (cf. les deux prochaines propositions ainsi que les exercices de la fiche
1 de TD).

Proposition 1.36. Soit ¢: E - E’ une application linéaire entre espaces vectoriels. Alors ¢ induit
I'isomorphisme d’espaces vectoriels

E[Ker(y) = Im(p).
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Démonstration. On note ¢": E - Im(y), = — p(x) qui est une application linéaire surjective telle
que Ker(p) = Ker(¢'). (En pratique on a juste remplacé 1’espace vectoriel E’ par Im(y) pour se
ramener au cas d’une application linéaire surjective.)

D’aprés le théoréme appliqué a ¢ avec F := Ker(¢') = Ker(¢), on a le diagramme commu-
tatif suivant :

!

E L Im(yp)

x o'

E/[Ker(p)

Etant donné que ¢’ = ¢’ o g est aussi surjective, on en déduit que ¢’ est surjective. Par ailleurs
Ker(¢') = {7 | ¢/() = 0} = {T | ¢'(2) = 0} = {T | = € Ker(y') = Ker(p)} = {0},
et donc ¢ est injective. Il s’ensuit que ¢’ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. O

Remarque 1.37. Si dim(F) < oo, on retrouve le théoréme du rang en passant aux dimensions dans

E[Ker(p) = Im(y)

et en appliquant la proposition [I.29] au membre de gauche.

On termine ce premier chapitre avec le résultat suivant qui fait le lien entre les sections [L.1] et

T2

Proposition 1.38. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors il y a un isomorphisme canonique

d’espaces vectoriels
(EJF)" ~F*.

Démonstration. Cf. I’exercice 15 de la fiche 1 de TD. O

Quelques références bibliographiques

Voici des références générales (liste non-exhaustive bien str) concernant la dualité et les espaces
vectoriels quotients :

« Xavier Gourdon. Algébre, Chapitre 3.
« Joseph Grifone. Algébre linéaire, Chapitre 3 et Appendice A.3.
« Edmond Ramis, Claude Deschamps, Jacques Odoux.

Le cours de mathématiques Tome 1- Algébre, Chapitre 9.
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Chapitre 2

Réduction des endomorphismes

Dans ce deuxiéme chapitre on étudie la réduction des endomorphismes. Etant donnés un espace
vectoriel E de dimension finie n > 1 et f € L(F), le but est de trouver une base B de E telle
que la matrice Matg(f) soit la plus "simple" possible (par exemple avec un maximum de zéros en
dehors de la diagonale). De maniére équivalente, étant donnée une matrice M € M,,(K), on cherche
P e GL,(K) telle que la matrice P~ M P soit la plus "simple" possible.

Les deux réductions que nous allons étudier dans ce chapitre sont la réduction de Frobenius
(valide sur n’importe quel corps, commode pour déterminer si deux endomorphismes sont semblables
mais pas pour les applications numériques) et la réduction de Jordan (valide uniquement lorsque le
polynoéme caractéristique est scindé sur le corps K, trés commode pour les applications numériques
telles que le calcul de puissances ou de I'exponentielle).

Les sections et sont essentiellement des rappels de résultats d’algébre linéaires vus les
années précédentes, la section est consacrée & la réduction de Frobenius et la section est
consacrée a la réduction de Jordan.

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps quelconque, par exemple Q, R, C... et E désigne un
K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
2.1 Endomorphismes nilpotents, diagonalisables, trigonalisables

2.1.A Polynéme caractéristique

Définition-Proposition 2.1.
« Si M € M,,(K), on définit le polynéme caractéristique de M par

xym(X) =det(M - X1,)

qui est un polynome de degré n dont le coefficient dominant est (-1)".
« De méme, si f € L(E), on définit le polyndome caractéristique de f par

X (X) = det(Matp(f) - X1y)

qui est un polynéme de degré n dont le coefficient dominant est (-1)", et qui ne dépend pas du
choix de la base B de E.

13



Démonstration. La seule chose & vérifier est que le polynéme x s défini ci-dessus est indépendant du
choix de la base B de E. On fixe donc deux bases By et By de E, et on note

M, :=Matp, (f), Ma:=Matp,(f) et P:=Pass(B; — Ba).
Alors My = P7' M P et
XM, (X) = det(Me - X 1,,)
=det(P'MP-X1I,)
= det(P~ (M, - XI,,) P)
= det(P 1) det (M, — XI,,) det(P)
=det(M; - X1I,)
= x, (X)),
ce qui montre que le polynéme x y ne dépend pas du choix de la base B de E. O
On rappelle qu'une valeur propre de f € L(F) est un élement A € K pour lequel il existe un

vecteur propre v € E, c¢’est-a-dire un élément v € E'\ {0} tel que f(v) = Av. En pratique, on utilise
souvent le résultat suivant pour déterminer les valeurs propres d’un endomorphisme donné.

Proposition 2.2. Soient f ¢ L(E) et A € K. Alors A est valeur propre de f si et seulement si
xf(A) =0.
Démonstration. Le résultat découle du fait que 'on a les équivalences suivantes :
A est valeur propre de f <> Jv e E\ {0} tel que f(v) = v

< Ker(f - Aldg) # {0}

<> la matrice Matg(f — Aldg) n’est pas inversible

< xf(A) :=det(Matg(f) - AM,,) = det(Matg(f — Aldg)) =0,
ou B est n’importe quelle base de E. O
Proposition 2.3. Soit f € L(FE) et F ¢ F un sous-espace vectoriel non-nul de E stable par f,
c’est-a-dire tel que f(F') € F. Soit g := fip € L(F). Alors xg4 | Xy-

Démonstration. Soit By une base de F' que 'on compléte en une base B de E. On note r < n
la dimension du sous-espace vectoriel F'. Alors la matrice de f dans la base B est diagonale par

Matz, (9) Ml] avec

blocs, avec en haut a gauche le bloc Matg, (fjr) = Matg,(g), d’'ou Matg(f) = [ 0 Iy
2

My e My (K) et My e My, p—r(K). On en déduit
Xf(X) = det(MatB(f) - XIn) = det(MatBo (g) - XIT‘) det(M2 - XIn—r) = Xg(X)X]Wg(X)-
En particulier, x4 | x- O

Corollaire 2.4. Soit A une valeur propre de f € L(FE). Alors la dimension de l'espace propre E)
est inférieure ou égale & la multiplicité de A comme racine de x .

Démonstration. Tl suffit d’appliquer le résultat précédent avec F' = E). En effet, on a alors g = fig, =
Mdg,, et donc xg(X) = (M- X)dim(EX)  Dapres la proposition , on a donc que (A — X)dim(Ex)
divise X, autrement dit, que la multiplicité de A comme racine de x; est au moins égale a la
dimension de ’espace propre F. O
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2.1.B Endomorphismes nilpotents

Définition 2.5. Un endomorphisme f € L(E) est dit nilpotent s’il existe r > 1 tel que f" = fo--of =
0. Le plus petit entier > 1 tel que f" =0 est appelé ["indice de nilpotence de f.

Exemple 2.6. On fixe n > 1 et on considére E = K[ X ]<,—1. Alors les endomorphismes de E définis
par
AL (PY(X) = P(X) et fo(P)(X):= P(X +1) = P(X)

sont nilpotents d’indice n.

Le résultat qui suit nous permet de caractériser les endomorphismes nilpotents au moyen de
leur polynéme caractéristique. Cette observation jouera un réle crucial pour déduire la réduction de
Jordan & partir de la réduction de Frobenius dans la section

Proposition 2.7. Soit f € L(F). Alors f est nilpotent si et seulement si x7(X) = (-1)"X".

Démonstration. (=) On va démontrer la proposition par récurrence sur n = dim(E) > 1. Soit
f e L(E) tel que f" = 0 pour un certain r > 1. Si n = 1, alors " = 0 implique f = 0, et alors
xf(X) = -X. On suppose maintenant le résultat vrai au rang n—1> 1 et on va le prouver au rang n.
On a 0=det(f") =det(f)", et donc det(f) =0, autrement dit, Ker(f) # {0}. Soit e; € Ker(f) \ {0}.
Alors f(e1) =0. On compléte {e1} en une base B ={e1,...,e,} de E. Alors

0 % - %
Mats(f) = |
B - M ’
0
avec M € M,,_1(K), et donc
0 * *
0 =Matp(f") = Matg(f)" = 0
= B = B = M )
0

d’out M" = 0. D’aprés ’hypothése de récurrence, appliquée a I'endomorphisme représenté par la
matrice M dans la base {ea,...,e,}, on a xar(X) = (=1)""1X""1 1l s’ensuit que

_X * *

0

Xf(X) = det(Matg(f) - X1I,,) = det =-Xxm(X)=(-1)"X".

M-XI, 4

(<) L’autre implication est une conséquence du théoréme de Cayley-Hamilton qui affirme que
xf7(f) = 0. En effet, si x;(X) = (-1)"X" et xs(f) =0, alors f* = (-1)"x(f) =0, et donc 'endo-
morphisme f est nilpotent. (En particulier on voit que l'indice de nilpotence d’'un endomorphisme
nilpotent de F est toujours borné par la dimension de FE.) O
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2.1.C Endomorphismes diagonalisables

Définition 2.8. Soit f € L(F). On dit que f est diagonalisable s’il existe une base de vecteurs
propres de f, autrement dit, s’il existe une base B de F telle que Matg(f) soit diagonale.

Exemples 2.9.

. . 1 1 . . . 1 1
(i) La matrice Mq := [O 2] est diagonalisable mais pas My := [0 1],
(ii) Soient d>1 et E = M4(K). L’application

My(K) > Ma(K), M "M
est diagonalisable, et ona F=F_1 ® Ej.

Théoréme 2.10. Soit f € L(FE). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est diagonalisable

(ii) x est scindé (sur K) et, pour toute racine A; d’ordre o; de xf, on a dim(E),) = a4
(iii) les valeurs propres Ai,...,\, de f satisfont £ = E), & - & E)

Démonstration. = [(ii)]: Si f est diagonalisable, alors il existe une base B de E telle que Matg(f) =
diag(A1,...,An). Alors x (X)) = [Tit; (A — X), ce qui implique le point .
: (iii)|: On écrit x s(X) = (-1)" TTE_; (X = X;)*, ot les \; sont deux & deux distincts et a; > 1 est

Pordre de \; comme racine de y . Par hypothése, on a o; = dim(E),). On pose alors F := @Y | E),,
qui est un sous-espace vectoriel de E dont la dimension vaut

P P

dim(F) = Y dim(Ey,;) = Y a; = deg(xy) =n = dim(E).
i=1 i=1

Il s’ensuit que E = @!_; Ey,.

= : Pour tout i € {1,...,p}, on fixe une base B; de Ey,. Alors I'hypothése E = @, E),

implique que B = By U - U B, est une base de E formée de vecteurs propres de f, et donc f est

diagonalisable. O

Le résultat qui suit, qui est une conséquence immédiate du théoréme donne une condition
suffisante généralement facile & vérifier pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable. On prendra
cependant bien garde au fait que cette condition n’est pas une équivalence !

Corollaire 2.11. Soit f € L(E). Si xy est scindé (sur K) est a racines simples, alors f est diago-
nalisable.

Démonstration. On écrit x r(X) = (=1)" [T;2; (X = X;), ot les \; sont deux a deux distincts. D’apres
le corollaire2.4] on a dim(E),) = 1 pour tout i € {1,...,n}. Le résultat découle alors de 'équivalence

entre les points et dans le théoréme m O

Enfin, le résultat qui suit sera prouvé dans la section (remarque [2.27)), mais nous allons en
avoir besoin pour démontrer le théoréme (diagonalisation simultanée), d’ou le choix de le faire
figurer dans cette section.

Proposition 2.12. Soient f € £(E) un endomorphisme diagonalisable et F' un sous-espace vectoriel
de E stable par f. Alors 'endomorphisme fip € L(F) est diagonalisable.
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2.1.D Endomorphismes trigonalisables

Définition 2.13. Soit f € L(FE). On dit que f est trigonalisable s’il existe une base B de E telle
que Matp(f) soit triangulaire supérieure.

1 -1

Exemple 2.14. La matrice M; := [1 1

] n’est pas trigonalisable dans My(R) mais My :=

|:_11 _11] Pest, elle est méme diagonalisable dans Ms(R). En revanche, M; et My sont toutes

les deux trigonalisables dans My (C).

Remarque 2.15. Un endomorphisme diagonalisable est trigonalisable. Mais la réciproque est
. 11 . . . . . .

fausse, par exemple la matrice [O 1] est trigonalisable (et méme triangulaire supérieure) mais

n’est pas diagonalisable.

Théoréme 2.16. Soit f e L(E). Alors f est trigonalisable (sur K) si et seulement si x s est scindé

(sur K).
Al * k%
Démonstration. (=) : Soit B une base de E telle que M := Matp(f) = 8 )(\)2 : . Alors
0 0 0 X\

X#(X) = xm(X) =TTt (A = X)) est scindé (sur K).

(<) : On va procéder par récurrence sur n = dim(F) > 1. Si n = 1, alors le résultat est immédiat. On
suppose maintenant le résultat vrai au rang n—1> 1 et on va le prouver au rang n. On commence
par remarquer que l'on a I'égalité de polynomes caractéristiques x: = xy, out 'on rappelle que ’on
note ' f: E* — E* Papplication transposée de f (c.f. définition [1.4). En effet, pour toute base B de
E, ona

xtf(X) = det(Matp- (" f) - XI,,)
= det(*Matg(f) - X1I,,) d’aprés la proposition [[.14]
= det("Matg(f - XIdg))
= det(Matg(f — XIdg)) car on a toujours det(‘*M) = det(M)
= det(Matg(f) - X1n) = xs(X),

ot B* est la base duale de B. En particulier, x:; est scindé puisque x est scindé par hypothese.
Donc I'endomorphisme ‘f € L(E*) admet un vecteur propre ey € E* \ {0}. Etant donnée que la
droite vectorielle (¢p) dans E* est stable par 'f, on déduit de la proposition m que I’hyperplan
H := (¢y)° de E est stable par f. Ensuite, d’aprés la proposition le polynome caractéristique
Xfiur divise xr, et donc x firr €st scindé. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe donc une base

By ={e1,...,en-1} de H telle que Matp, (fjz) est triangulaire supérieure. On compléte cette base
*
Mat . . .
By de H en une base B de E, on a alors Matg(f) = at, (fir) i qui est triangulaire
0 0 *
supérieure. Ainsi f est trigonalisable, ce qui conclut la démonstration. O
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Remarques 2.17.

(i) Le théoréme implique que tout endomorphisme est trigonalisable sur un corps algébrique-
ment clos (par exemple lorsque K = C) car alors x est toujours scindé.

(ii) Si f e L(E) et F ¢ E est un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors le théoréme
implique que g := fip € L(F) est trigonalisable puisque x4 | xs d’aprés la proposition

2.1.E Réductions simultanées

Lemme 2.18. Soient f,g € L(F) tels que fog=go f. Alors :
(i) Tout espace propre de f est stable par g. En particulier Ker(f) = Ey est stable par g.
(ii) Le sous-espace vectoriel Im( f) est stable par g.

Démonstration. : Soit E\ un espace propre de f associé a la valeur propre A.

Vo e By, f(g9(x)) =g(f(x))=g9(\z) = Ag(z),

et donc g(x) € E) ; autrement dit, E) est stable par g.
[(iD)] : Soit y € Im(f). Alors il existe x € E tel que f(z) =y, puis

9(y) = 9(f(2)) = f(g(x)) e Im(f),
et donc Im(f) est stable par g. O]

Théoréme 2.19 (Diagonalisation simultanée).
Soient f,g € L(F). Si f et g commutent et sont diagonalisables, alors il existe une base commune
de diagonalisation de f et g. (On dit alors que f et g sont codiagonalisables.)

Démonstration. Soient A1,..., A, les valeurs propres de f et Ey,...,E), les espaces propres asso-
ciés. D’apreés le lemme chaque espace propre E),; est stable par g. Puis, d’aprés la proposition
@}, chaque endomorphisme g5, € L(E),) est diagonalisable. Ainsi, pour chaque i € {1,...,p}, il
existe une base B; de E); formée de vecteurs propres de g, et aussi de f puisque f| B\ = AiIdEAi-

Etant donnée que E = @, E),, on en déduit que B =By U...B, est une base de E qui diagonalise
simultanément f et g. O

Exemples 2.20.

(i) Les matrices [(1) _21:| et [(?; _41 sont codiagonalisables. On laisse le soin au lecteur ou a la
lectrice de trouver une base de diagonalisation commune pour ces deux matrices.
3 -1 -1 -1 2 2
(ii) Soient A=[1 1 -1]et B=|0 3 0| deux matrices de M3(K). Nous allons montrer que
1 -1 1 -4 2 5

A et B sont codiagonalisables et détailler le calcul d’une base de diagonalisation commune pour
A et B (en suivant la stratégie de la démonstration du théoréme [2.19)).

On commence par calculer le polynéme caractéristique de A, on trouve

xa(X)=-X3+5X%2-8X +4=(2-X)*(1-X).
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La matrice A admet donc pour valeurs propres 1 et 2. On vérifie que les espaces propres
correspondants sont

1 0 1
Eq=Vect(|1|) et Ey=Vect(] 1 |,[0]).
1 -11 |1

On a dim(E7) +dim(E3) =1+ 2 =3, donc A est diagonalisable.

De méme, le calcul du polynéme caractéristique de B donne
xB(X)=-X3+7X? - 15X +9=(3-X)*(1 - X).

Et on vérifie que pup(X) = (3-X)(1-X), ce qui revient a dire que B est diagonalisable.

Ensuite, on vérifie que

1 1 1
AB=BA=|3 3 -3|.
-5 1 7

Donc, d’aprés le théoréme les matrices A et B sont codiagonalisables. De plus, en notant
u € L(K?) 'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de K3 est B, on a que les
K-sous-espaces vectoriels Ey et Es sont stables par u (Lemme [2.18)). Comme dim(E1) = 1, cela
implique que E4 est aussi un espace propre pour u, et donc pour B. On calcule

1 1 1
Bl1|=3|1]|, et donc [ 1| est un vecteur propre de B associé a la valeur propre 3.
1 1 1

Par ailleurs, comme v, est diagonalisable, le K-sous-espace vectoriel Ey se décompose comme
Ey =11 Ls, avec L1 et Ly deux droites B-stables sur lesquelles B agit par multiplication par

0 1
1 et 3 respectivement. On note v; = [ 1 | et v = |0]. Alors Ey = Vect(v1,v2), et on cherche
-1 1

a1, a9, 81, B2 € K tels que

B(ajv; + agvg) = vy + agug; et
B(p1v1 + Bava) = 3(S1v1 + Pavo).

La résolution de ces deux systémes linéaires & deux inconnues donne
a1=0, as =1, f1=1, et 5o =0.

Autrement dit, on a

1 0
L1 =Vect(|0]) et Ls=Vect(| 1)
1 -1

On en déduit qu'une base de diagonalisation commune pour A et B est donnée par

177011
B={[1|,| 1],[o]}.
1] [-1] 11
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Et donc, si ’'on note P =1 0| la matrice de passage de la base canonique de K? vers la

1 -1 1
base B, on obtient
1 00 3 00
PtAP=[0 2 0| et P'BP=|0 3 0f.
0 0 2 0 0 1

Théoréme 2.21 (Trigonalisation simultanée).
Soient f,g € L(E). Si f et g commutent et sont trigonalisables, alors il existe une base commune de
trigonalisation de f et g. (On dit alors que f et g sont cotrigonalisables.)

Démonstration. On commence par une observation préliminaire : avec les hypothéses du théoréme,
f et g ont un vecteur propre commun. En effet, f est trigonalisable, donc f admet une valeur
propre A € K, et d’aprés le lemme et la remarque , 'endomorphisme g, € L(E)) est
trigonalisable, donc admet également un vecteur propre v € F) (associé a une certaine valeur propre
A’). Finalement, v € E est un vecteur propre commun a f et g.

Nous allons maintenant montrer le théoréme par récurrence sur n = dim(E) > 1. Sin =1, alors il
n’y a rien & prouver puisque tout endomorphisme est trigonalisable. On suppose le résultat vrai au
rang n—1 > 1 et on va le montrer au rang n. Pour ce faire, on va utiliser & nouveau la dualité, comme
dans la démonstration du théoréme . Puisque fog = go f, le point de la proposition
implique que tgof =!folg. Donc, d’aprés 'observation préliminaire appliquée a tf et tg, il existe
un vecteur propre €y € E* ~ {0} commun & 'f et 'g. Ainsi, la droite vectorielle (¢y) de E* est stable
par tf et tg, et donc la proposition implique que U'hyperplan H := (¢))° de E est stable par f
et g. D’apres I’hypothése de récurrence, les endomorphismes f|;; et gy de H sont trigonalisables
dans une méme base By de H. On compléte By en une base B de E, alors les matrices

MatBo(f\H) Matg, (9|H)

Matg(f) = et Matg(g) =

¥ X ¥ %
¥ % ¥ %

0 0
sont triangulaires supérieures, d’ott le résultat. O

Remarque 2.22. Les théorémes et se généralisent au cas de 7(> 1) endomorphismes de
E qui sont diagonalisables et commutent deux a deux (c.f. le livre "Algebre" de Gourdon, § 4.1,
Exercice 4).

2.2 Polynoémes d’endomorphismes

2.2.A Généralités

Soit P € K[X] de degré p > 0. On note P(X) =ag+a1 X +---+a,XP, avec ap # 0. Pour toute
matrice M € M, (K), on définit

P(M) =aolp + a1 M + - + ap M € M,,(K),
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et pour tout endomorphisme f e L(E), on définit
P(f)=aoldg+a1f+-+apff e L(E).

On vérifie alors que, pour toute base B de F, on a Matg(P(f)) = P(Matg(f)). De plus, pour tous
P,Q ¢ K[X] et pour tout feL(F), on a

(PR)(f) = P(f)eQ(f) =Q(f) o P(f) = (QP)(f).

Lemme 2.23. Soient P e K[X] et f € L(E). Si A € K est une valeur propre de f, alors P()) est
une valeur propre de P(f).

Démonstration. Par définition d'une valeur propre de f, il existe v € E \ {0} tel que f(v) = Av. On
montre alors par une récurrence facile que f"(v) = A", pour tout r > 0. Il s’ensuit que

P(f)(v) = éaifi(v) = éai)\iv = (éai)\i)v =P\,

et donc P(A) est une valeur propre de I’endomorphisme P(f). O

Soient P € K[X] et M € M,(K). Si M = diag(A1,...,\,) est diagonale, alors on vérifie que
Al x % %

P(M) =diag(P(A1),...,P(A\,)) est diagonale. De méme, si M = 8 )E)z * i est triangulaire
0 0 0 An
P(\1) * * *
supérieure, alors on vérifie que P(M) = 8 P(g\ 2) * est triangulaire supérieure.
0 0 0 POw)

Plus généralement, si M € M,,(K) est diagonalisable resp. trigonalisable, alors P(M) est diago-
nalisable resp. trigonalisable. En revanche, il n’est généralement pas vrai que si M est nilpotente
alors P(M) est nilpotente (prendre par exemple pour P un polyndéme constant non-nul), sauf si
P(0) =0.

2.2.B Polyn6me minimal

On commence par rappeler un théoréme classique déja vu en cours I’an dernier :

Théoréme 2.24 (Cayley-Hamilton). Soient f € L(E) et x le polynome caractéristique de f. Alors
xf(f) =0.

Démonstration. C.1. le livre "Algebre" de Gourdon (§ 4.2., théoréme 3) ou votre cours de l'an
dernier. O

Définition-Proposition 2.25. Soit f € L(F). Il existe un unique polynoéme unitaire de degré
minimal dans K[X], que I’on notera p¢, tel que pour tout polynome P e K[ X] vérifiant P(f) =0,
on a us | P. Le polynéme pys est appelé le polynome minimal de f.
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Démonstration. Le point-clé pour montrer I'existence de py est le fait que K[X] est un anneau
euclidien, c’est-a-dire que K[ X ] est muni d’une division euclidienne :

V(A,B) e K[X]? 31(Q,R) e K[X]? tel que A=BQ + R avec deg(R) < deg(B).

On considére ’ensemble
I:={PeK[X],P(f)=0}.

L’ensemble I n’est pas réduit & {0} car il contient x s d’aprés le théoréeme de Cayley-Hamilton.
Soit T' un polynéme non-nul de degré minimal contenu dans I. Un tel polynéme existe puisque
Pensemble {deg(P), P € I~{0}} € N* est minoré. Alors, pour tout polynome P € I, il existe un
unique couple (Q, R) e K[X]? tel que P = TQ + R avec deg(R) < deg(T). En outre, P,T € I, donc
R(f)=P(f)-(TOQ)(f)=P(f)-Q(f)oT(f) =0, et donc R € I. Mais deg(R) < deg(T) et T est
un polynome non-nul de degré minimal contenu dans I, donc nécessairement R = 0. Autrement dit,
T divise tout polynome P e K[ X ] vérifiant P(f) = 0.

Ensuite, quitte & multiplier T" par une constante non-nulle, on peut supposer que 1" est unitaire.
Enfin, si 77,75 sont deux polynémes unitaires de degré minimal contenus dans I, alors par ce qui
précéde on a Ty | Ty et Ty | T, et donc Ty = Ts puisque deux polynomes qui se divisent I'un l'autre
sont égaux & une constante prés et que 77,75 sont unitaires. On a donc bien montré l'existence d’un
unique polynéme unitaire de degré minimal dans K[ X], que I'on notera dorénavant p ¢, tel que pour
tout polynéome P € K[X] vérifiant P(f) =0, on a ps | P. O

Proposition 2.26. Soit f € L(F). Un scalaire X € K est valeur propre de f si et seulement si \ est
racine de fiy.

Démonstration. (=) : Soit v € E~ {0} un vecteur propre de f associé a la valeur propre A. D’aprés

le lemme 2.23] on a pr(f)(v) = pr(A)v. Or pp(f) =0, par définition de g, et donc pp(AN)(v) =0,
d’ott p1r(A) = 0 puisque v # 0.

(<) : Soit A une racine de p¢. Alors on peut factoriser p1y par (X — ), autrement dit, il existe P e
K[X] tel que pf(X) = (X -X)P(X). On remarque que P(f) # 0 étant donné que deg(P) < deg(p¢)
et que py divise tous les polynomes annulateurs de f. Or

(f = Aldg) o P(f) = s (f) =0,

et donc 'endomorphisme (f-Aldg) € L(E) n’est pas inversible, sinon on pourrait multiplier & gauche
par son inverse ce qui nous donnerait P(f) = 0. Il ’ensuit que Ker(f — AIldg) # {0}, autrement dit,
A est valeur propre de f. O

Remarque 2.27. Soit f € L(FE). Il découle des propositions et que les polynomes xr et pf
ont les mémes racines (mais pas nécessairement avec les mémes multiplicités). En outre, le théoréme
de Cayley-Hamilton implique que iy | X, et donc que la multiplicité de A comme racine de ps est
inférieure ou égale a la multiplicité de A comme racine de x;.

2.2.C Lemme des noyaux et applications

Le prochain résultat est fondamental en algébre linéaire. Il intervient en particulier dans la
preuve de la décomposition de Dunford et dans la preuve de la réduction de Jordan.
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Théoréme 2.28 (Lemme des noyaux). Soient f € L(FE) et P = P;---P. € K[X], ot les polynomes
P; e K[ X] sont premiers entre eux deux a deux. Alors

Ker(P(f)) = Ker(Pi(f)) @ ® Ker(P,(f)).

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur r > 1 en utilisant une identité de Bézout dans
K[X] (d’abord pour traiter le cas r = 2, puis pour faire I'hérédité). On renvoie I’étudiant.e & son
cours de I'an dernier ou au livre "Algebre" de Gourdon (§ 4.2.1, théoréme 1) pour la preuve. O

Le résultat qui suit donne un critére pour savoir si un endomorphisme dont on connait le poly-
nome minimal est diagonalisable (& comparer avec le théoréme [2.10)).

Théoréme 2.29. Soit f € L(F). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est diagonalisable;

(ii) il existe P e K[X] scindé & racines simples tel que P(f) =0; et

(iii) ps est scindé a racines simples.

Démonstration. L’équivalence entre les points et est claire par définition du polynoéme
minimal p s (voir la définition-proposition [2.25)).

= : Soient A1, ..., A, € K les valeurs propres de f et Ey ..., E), les espaces propres de f
correspondants. On pose P(X) = T4, (X -\;) € K[X] qui est un polynome scindé a racines simples.
D’apreés le lemme des noyaux, on a

Ker(P(f)) = @Ker(f - Mldg) - @Exi - E,

ou la derniére égalité découle du fait que f est diagonalisable par hypothése. On a donc Ker(P(f)) =
E, c’est-a-dire P(f) =0, et donc il existe P € K[X] scindé a racines simples tel que P(f) = 0.

= : Soit P € K[X] scindé a racines simples tel que P(f) =0. On écrit P(X) = aTT0_; (X - X;)
avec les \; € K deux a deux distincts et « € K*. D’apreés le lemme des noyaux, on a

E =Ker(P(f)) = éKer(f - \ldg),

ou la premiére égalité découle du fait que P(f) est ’endomorphisme nul. Ensuite, on note S =
{ie{l,...,p}, dim(Ker(f - N\Idg)) > 1}. Pour tout i € S, \; est valeur propre de f et Ker(f-\;1dg)
est ’espace propre associé. On déduit donc de I'égalité ci-dessus que F = @;eg E),, c’est-a-dire que
f est diagonalisable. O

Remarque 2.30. On est maintenant en mesure de prouver la proposition [2.12] En effet, si f est
diagonalisable, alors ps est scindé & racines simples (implication = du théoréme . Or
py(fir) = pp(f)F =0, donc il existe P e K[X] scindé a racines simples tel que P(fjr) =0 (prendre
P = pig), et donc fip est diagonalisable (implication = [(i)] du théoréme .

Exemples 2.31.

(i) Les projecteurs sont définis comme les endomorphismes p € L(E) tels que pop = p. En particulier,
ils sont annulés par P(X) = X2~ X = X(X - 1) qui est scindé & racines simples. I s’ensuit que
les projecteurs sont toujours diagonalisables et & valeurs propres dans {0,1}.
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(ii) Les symétries sont définis comme les endomorphismes s € L(E) tels que so s = Idg. En parti-
culier, elles sont annulés par P(X) = X2 -1= (X -1)(X +1) qui est scindé & racines simples. Il
s’ensuit que les symétries sont toujours diagonalisables et & valeurs propres dans {-1,1}. Voici
trois exemples de symétries :

M, (K) - M (K), Mw"'M
>n = K[X |5, P(X) = P(1-X)
sn = K

(X]on, P(X) o> X"P(%)

n—)

Enfin, le résultat qui suit donne un critére pour savoir si un endomorphisme dont on connait le
polynome minimal est trigonalisable (& comparer avec le théoreme [2.16)).

Théoréme 2.32. Soit f € L(FE). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est trigonalisable;

(i1) il existe P € K[ X] scindé tel que P(f)=0; et

(iii) ps est scindé.

Démonstration. La preuve est similaire & celle du théoréme et est laissée en exercice. O

2.2.D Sous-espaces caractéristiques et décomposition de Dunford

Soit f € L(FE) dont le polynome caractéristique est scindé. On écrit
p .
Xp(X) = (-1)" TT(X = x)™,
i=1

ou les \; € K sont deux & deux distincts et chaque a; > 1. On définit l’espace caractéristique de f
associé a la valeur propre A; par
Ni = Ker ((f - Mildg)™)

qui est un sous-espace vectoriel de £/ contenant 1’espace propre E),.

Proposition 2.33. Les espaces caractéristiques de f € L(FE) vérifient les propriétés suivantes :
« Pour tout i € {1,...,p}, Pespace caractéristique N; est stable par f.
« On a la décomposition en somme directe E = @Y_; N;.
« Pour tout i€ {1,...,p}, on a dim(N;) = «;.

Démonstration. La preuve est essentiellement une conséquence du théoréme de Cayley-Hamilton et
du lemme des noyaux appliqué a x . On renvoie I'étudiant.e a son cours de I’an dernier ou au livre
"Algebre" de Gourdon (§ 4.4.1, définition 1) pour les détails de la démonstration. O

Une autre conséquence du lemme des noyaux et de la décomposition en espaces caractéristiques
est la fameuse décomposition de Dunford, prouvée en cours I’an dernier, dont on rappelle ci-dessous
I’énoncé afin d’étudier ultérieurement le lien de celle-ci avec la réduction de Jordan dans la section

2.4

Théoréme 2.34 (Décomposition de Dunford). Soit f e L(E) tel que xs est scindé. Il existe un
unique couple (d,n) € L(F)?, avec d diagonalisable et n nilpotent, tels que
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(i) f=d+n;et

(ii) don=nod.

De plus, d et n sont des polynomes en f, c’est-a-dire qu'il existe P, P € K[ X] tels que d = P;(f)
et n=Py(f).

Démonstration. C.f. le livre "Algeébre" de Gourdon (§ 4.4.2, théoréme 2 et théoréme 3) ou votre
cours de ’an dernier. O

Exemple 2.35. La décomposition de Dunford de

[1 1] . L o] [o1

o 1] o 1]"|o o]
mais la décomposition de Dunford de

[1 1] t’1 1'+'0 0]

0 2] o 2] |0 o]

Je tiens & insister sur le fait qu’il s’agit 1a d’une décomposition, et non pas d’une réduction au
sens ou cet énoncé ne donne pas l'existence d’une certaine base B de E telle que la matrice Matg( f)
ait une forme "sympathique". Néanmoins, si 'on travaille avec des matrices, la décomposition
de Dunford permet tout de méme d’écrire une matrice donnée M e M, (K), dont le polynome
caractéristique est scindé, comme une somme de deux matrices M = D + N avec D une matrice
diagonalisable (mais pas nécessairement diagonale) et N une matrice nilpotente telles que ND = DN
(ce qui est commode lorsque 'on souhaite par exemple appliquer la formule du binéme de Newton
afin de calculer M" = (D + N)" avec r € N*). On renvoie au cours de I’an dernier ou bien au livre
"Algebre" de Gourdon (§ 4.4.2) pour le calcul pratique de la décomposition de Dunford ainsi que
son application au calcul d’exponentielle.

2.3 Réduction de Frobenius

Dans cette section on prouve ’existence de la réduction de Frobenius (qui doit son nom au ma-
thématicien allemand Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917) pour n’importe quel endomorphisme
f € L(F), sans aucune hypothése sur le polynéme caractéristique de f.

2.3.A Endomorphismes cycliques

Dans toute cette section on fixe f € L(E). On commence par introduire quelques notations dont
on aura besoin par la suite.

Définition 2.36. On note :

« I={PeK[X] | P(f) =0} cK[X];

« L:={P(f), PeK[X]} < L(E);

e VzeFE, I, ={PeK[X] | P(f)(x) =0} cK[X]; et

«VazeE, E,:={P(f)(z), PeK[X]} = Vect(fi(z), ieN)cE.
De plus, pour tout x € E, on montre (comme dans la démonstration de la définition-proposition
qu’il existe un unique polynome unitaire de degré minimal dans K[X], que I'on notera fi g,
tel que pour tout polynoéme P € K[X] vérifiant P(f)(x) =0, on a ¢, | P. Le polynéme s, est
appelé le polynéme minimal ponctuel de f en x.
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Soit x € E. Remarquons que, puisque pr(f) =0, on a pr(f)(z) = 0, et donc s, | pp. Nous
verrons dans la preuve de la proposition que, pour un élément x € F générique, on a en fait
I’égalité.

La proposition qui suit, dont la preuve fait appel a la notion d’espace vectoriel quotient (intro-
duite dans la section , nous sera utile pour démontrer le théoréme qui est le résultat clé
pour prouver ’existence et I'unicité d’une forme normale de Frobenius dans la section

Proposition 2.37. (Dans toute la suite on garde les notations de la définition [2.36])

(i) On note k :=deg(us). L’ensemble £ est un sous-espace vectoriel de L(E), de dimension &, dont
une base est donnée par {Idg, f, f2,..., fF1L.

(i) On note [ := deg(pfz). L’ensemble E, est un sous-espace vectoriel de E, de dimension [, dont
une base est donnée par {xz, f(x), f2(z),..., f=H(z)}.

Démonstration. : On considére ’application linéaire
V:K[X] - L(FE), P(X)~ P(f).

On a Im(v) = £, par définition de £, et Ker(¢) = {P e K[ X] | P(f) =0} = I. D’aprés la proposition
1 induit un isomorphisme d’espaces vectoriels

P K[X]/I~ L, P(X)~ P(f), ot lon note P(X) I'image de P(X) dans K[X]/I.

Etant donnée qu'une base de I’espace vectoriel quotient K[X]/I est donnée par {1,X,... ,Yk_l},
avec X l'image de X dans le quotient K[X]/I, on en déduit que dim(£) = dim(K[X]/I) = k. Enfin,
puisque l'image d’une base de K[ X ]/I par I'isomorphisme i est une base de £, on en déduit que
{Idg, f, f2,..., f*1} est une base de L.

: La preuve de est analogue & celle de|(i)| en considérant ’application linéaire
Vo K[X] > E, P P(f)()

a la place de . On laisse au lecteur ou a la lectrice le soin de rédiger les détails de la démonstration.
O

Proposition 2.38. 1l existe x € E tel que pf . = .

Démonstration. Soient Q1,...,Q, € K[X] les polynémes unitaires non-constants qui divisent zi5 et
tels que @; # py. Alors, pour tout i € {1,...,r}, Ker(Q;(f)) est un sous-espace vectoriel strict de
E (c’est-a-dire distinct de E) sinon on aurait E = Ker(Q;(f)), autrement dit, Q;(f) =0, ce qui est
impossible puisque @; est un diviseur strict de py. On en déduit que U;_; Ker(Q;(f)) ¢ E.

Par ailleurs, on a déja remarqué que, pour tout z € F, le polynome unitaire p ¢, divise p ¢, et donc
on a l'alternative suivante : pi¢, = g ou bien py, = Q; pour un certain i € {1,...,r}. Mais pif, = Q;
implique Q;(f)(x) = pf2(f)(x) =0, c’est-a-dire = € Ker(Q;(f)). On en déduit, par la contraposée,
que si z ¢ U;_; Ker(Q;(f)), alors pg, = ps. Ainsi, il suffit de choisir x € E'\ (U_; Ker(Q;(f))) pour
avoir fLfq. = fLf. O

Remarque 2.39. Notons que dans la preuve de la proposition [2.38] on utilise implicitement le
lemme d’évitement qui affirme qu’un espace vectoriel n’est pas égal & une réunion finie de sous-
espaces vectoriels stricts dés lors que le corps de base K est infini. (N’hésitez pas & venir me voir si
vous voulez que je vous en donne la démonstration ; celle-ci étant assez élémentaire.)
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Définition 2.40. On dit que f € L(F) est cyclique 8’1l existe x € E tel que E; = E. Dans ce cas, on
a E = Vect(f'(x), i e N) = Vect(f'(x), 0<i<mn), ou la derniére égalité découle de la proposition
23]

Etant donné que, pour tout z € F, on a

< ira | gl X
« dim(E) =n =deg(xy); et

« dim(E,) = deg(pfz) ;
on en déduit qu'un endomorphisme f e L(E) est cyclique si et seulement s'il existe x € E tel que

prw=pr=(=1)"xy.

Définition 2.41. Soit P € K[X] un polynoéme unitaire de degré p > 1, que 'on note P(X) =
XP+ (170_1)(7”1 + -+ ag. La matrice compagnon du polyndéme P est la matrice

0 - 0 -ag
1 - :
C(P):= "0 —ays e M,(K).
(0) 1 -ap

Proposition 2.42. Soient P € K[X] un polynome unitaire, de degré p > 1, et C(P) sa matrice
compagnon. Alors x¢(py = (=1)PP.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur p = deg(P) >1. Sip=1, alors P(X) =X +ag
et C(P) = [—ao]. On a donc bien x¢py(X) = (=X —ap) = (-1)IP(X).

On suppose maintenant que la propriété est vraie au rang p—1 > 1 et on va la montrer au rang
p- En développant x¢(py(X) = det(C(P) - X1,) par rapport a la premiére ligne, il vient

-X - (0) —ao
1 :
Xe(p)(X) = det W X —ays
0) 1 -X-ap
-X 0 -a 1 -X (0)
- _xdetf| 1 : +(=1)Pag det o1 -
A =X s W —x
0) 1 -X-apq 0 « 0 1

=-X x XC(Q) + (—1)pa0.

avec Q(X) = XP71 + ap,lX]”‘2 + -+ a1, qui est unitaire de degré p — 1. Et donc, en appliquant
I’hypothése de récurrence au polynoéme (), on obtient

Xe(py(X) = =X (=1)P7Q(X) + (-1)Pag = (-1)P(X(Q(X) + ap) = (-1)"P(X),
ce qui termine la preuve de la proposition. O
Le résultat qui suit donne une caractérisation des endomorphismes cycliques.

Proposition 2.43. Un endomorphisme f € L(E) est cyclique si et seulement s’il existe une base B
de E telle que Matg(f) = C(uf)-
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Démonstration. On note pr(X) = XP + ap-1 XP™1 + -+ ag le polynome minimal de f.

(=) :Si f e L(E) est cyclique, alors p = n, il existe z € E tel que E, = E, et B:= {z, f(z),..., f" (x)}
est une base de E, d’aprés la proposition . Dans cette base, on a bien Matg(f) = C(uy)
puisque f(f'(x)) = f*1(x), pour tout i € {0,...,n -2}, et F(f" 1 (2)) = f*(x) = —ap-1 fPH(x)— -
a1 f(x) - apz car up(f)(x) = 0.

(<) : On suppose maintenant qu’il existe une base B := {e1,...,e,} de E telle que Matg(f) soit
une matrice compagnon. Alors f(e;) = e;41, pour tout i€ {1,...,n -1}, et donc si 'on note = := ey,
on voit que B = {z, f(z),..., " }(x)}, c'est-a-dire que f est cyclique. O

2.3.B Invariants de similitude

(Les principales références que j’ai utilisées pour écrire cette section et la section suivante sont
l’annexe B du livre "Algébre" de Gourdon et le chapitre 6.5 du livre Objectif Agrégation" de Beck-
Malick-Peyré.)

Le résultat qui suit assure ’existence d’une décomposition de n’importe quel endomorphisme
f € L(E) en une somme d’endomorphismes cycliques. Cette décomposition n’est pas unique, mais
nous allons voir que 'on peut lui associer une unique suite de polynémes unitaires non-constants
qui vérifient certaines relations de divisibilité.

Théoréme 2.44. Soit f € L(F). 1l existe des sous-espaces vectoriels F, ..., F. de E, tous stables
par f, tels que :

i) E=Fio-aF;

(ii) pour tout i€ {1,...,7}, la restriction f; := fip, € L(F;) est cyclique; et
(iii) en notant Pj:=py,, on a Py | Py, pour tout i€ {1,...,7—1}.

De plus, l'entier r > 1 et la suite des polynémes Py, ..., P, ne dépend que de f, et non du choix des
F; (qui eux ne sont pas uniques en général), et on a Py = .

Démonstration. On va procéder en deux temps et montrer d’abord 'existence (par un argument
de récurrence) de sous-espaces vectoriels Fi,..., F,. de E, tous stables par f et vérifiant les points
ci dessus, puis I'unicité de Pentier r > 1 et de la suite des polynémes Py, ..., P,.

Ezistence : Soit k = deg(r) et soit xg € E tels que pupq, = pp (un tel g existe toujours d’apres la

proposition [2.38]). Le sous-espace vectoriel F; := FE,, est de dimension k (proposition et il
est stable par f par définition de E,, (définition 2.36)). Comme deg(pif4,) = deg(py) = k, une base
de F} = E,, est donnée par

By :={e;, 1<i<k}, avece;:=f""(xp).

On complete alors By en une base B := {ej,...,e,} de E, et on désigne par B* := {e],...,es} la
base duale associée. On définit alors

L={"f'(ex) | ieN} ={ejof, ieN}cE*
et son orthogonal (au sens de la dualité)
G:=T°={zeE|VieN, e} o f'(x)=0}

qui est un sous-espace vectoriel de F dont on vérifie aisément qu’il est stable par f. Nous allons
montrer que F = F} & G, et pour cela, nous prouvons successivement F; n G = {0} et dim(Fy) +
dim(G) =n (< dim(G) =n-k).
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« Soit y € Fy nG. Si y # 0, alors on peut écrive y = ¥ aze; avec p < k et a, # 0 (car y € Fy). En
composant par tfk_p(e};) =ej 0 f*P et comme y € G =T°, on obtient

P P P
O=¢j0 fk_p(y) =e; o frp (Z aiei) =e; (Z aiekp”) = Z aey, (ek,pﬂ-) =ap * 0,
i=1 i=1 i=1

ce qui est absurde. Il s’ensuit que F; nG = {0}.
« Etant donné que G = I'° = Vect(I')°, on a dim(G) = n - k si et seulement si dim(Vect(I")) = k
(proposition [1.22)). On considére alors I'application linéaire

e:L={P(f) | PeK[X]} - Vect(T"), P(f) e oP(f).

Par définition de Vect(I"), l'application ¢ est surjective. De plus, ¢ est également injective. En
effet, si ef o P(f) =0 avec P(f) #0, on peut écrire P(f) =Y ja;f' € L avec p<k -1 et ap # 0,
et alors

p , p p
0=ef o P(f)(f*" (x0)) = e (Z az‘f”k_p_l(fb‘o)) = ¢ (Z ka—p) = > aici (€irkp) = ap # 0
=0 =0 =0

ce qui est absurde. Il s’ensuit que ¢ est un isomorphisme, et donc dim(Vect(I')) = dim(L) =
deg(ptf.2,) = k (proposition [2.37).

On a donc trouvé un sous-espace vectoriel G ¢ E| stable par f, tel que E = F; & G et dim(G) <
dim(E) (puisque dim(F1) = deg(uy) > 1). On note Py := py,, et Ppi=py,. Alors

M= Hpao | Hgp | gy etdone Pre=pg, = pp et Pri=ppe | pgp =P

On peut maintenant appliquer a nouveau ce qui préceéde en remplacant le couple (E, f) par le

couple (G, f‘G) et on obtient par récurrence ’existence de sous-espaces vectoriels Fp,..., F, de F,
tous stables par f et vérifiant les conditions de I'énonce.
Unicité . On suppose lexistence de deux suites de sous-espaces vectoriels Fi,..., F. et G1,...,Gs

de E, tous stables par f, et vérifiant les conditions de ’énoncé. On note
P = Mg, et Qj:= iuf\c:j'
Déja la condition implique que P; = 1y = Q1. Supposons que la liste (P, ..., P.) est différente

delaliste (Q1,...,Qs) et notons j > 2 le premier indice tel que P; # Q; ; un tel indice existe toujours,
méme si r £ s, car

édeg(Pi) = gdim(Fi) =n= idim(Gi) = ideg(Qj)

L’égalité E = F| & - @ F,. avec les F; stables par f, et la propriété P;(f)(Fy) = 0 pour k > j,
entrainent

Pi(f)(E) = Pi(f)(F1) @& Pi(f)(Fj-1), (2.1)
et par ailleurs 'égalité £ =G @ -+ ® G5 avec les GG; stables par f entraine
Bi(f)(E) = Pi(f)(G1) @@ Pi(f)(Gj-1) @ Pj(f)(Gj) @@ P (f)(Gs). (2.2)
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Or, on peut vérifier que l'on a dim(P;(f)(F;)) = dim(P;(f)(G;)) pour 1 <i<j—1. En passant aux

dimensions dans et , on obtient
0 =dim(P;(f)(G;)) = - = dim(P; (f)(Gs)),

ce qui prouve que @; | Pj. Par symétrie du role des P; et des Q;, on a aussi P; | Q;, et donc
P; = @Q; puisque ce sont des polyndmes unitaires. Mais alors on aboutit & une absurdité puisque j
est le premier indice tel que P; # ;. On en déduit que nécessairement r = s et P; = (Q; pour tout
i€{l,...,r}. Ainsi, on a 'unicité de l'entier r > 1 et de la suite des polynoémes Py,..., P,. O

Définition 2.45. Etant donné f € £(E), on appelle la suite de polynémes Py, ..., P,, donnée par
le théoreme les invariants de similitude de f (la terminologie deviendra claire dans la section
2.3.C). En particulier, le premier invariant de similitude de f est P = uy.

2.3.C Réduction de Frobenius

Théoréme 2.46 (Réduction de Frobenius). Soient f e L(E) et (P,...,P,) la suite des invariants
de similitude de f. Alors :
« Il existe une base B de F telle que

C(Pr)
Mats(f) = cr) oy
(0) c(F)
ou chaque C(P;) est la matrice compagnon associée au polynome P;.
« De plus, on a l'unicité de cette réduction au sens suivant : Si (Q1,...,Qs) est une suite de
polynomes unitaires non-constants, avec Qs | -+ | Q2 | Q1, et qu’il existe une base B’ telle que
C(Q1)
Mati (/) - ce Oy
(0) C(Qs)

alors r = s et Q; = P, pour tout i€ {1,...,r}.
« Enfin, ona Py =pyet P... P =(=-1)"xy.

Démonstration. Avec les notation du théoréme , il suffit pour tout i € {1,...,r} de considérer
une base B; de F; dans laquelle Matg, (fir,) = C(F), ce qui est possible d’aprés la proposition m,
puis de prendre pour B la base définie par B := By u---u B,.. De plus, la partie unicité du théoréeme
se déduit de la partie unicité du théoréme et la justification détaillée de cette partie est laissée
en exercice.

Il reste & vérifier la derni¢re assertion de I’énoncé. On a déja vu que P = py. Puis, comme
Xe(p,) = (-1)4&(P) P, un calcul par blocs donne

B,

T
i=1

Xf = XMatg(f) = | LXe(p) = (=1)"
i=1
et donc Py ... P, = (-1)"x; . O
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C(P1)

. C(P. 0 .
Une matrice de la forme (72) . (0) , ou les P; sont des polynémes unitaires
(0) c(Pr)
tels que P, | --- | P1, est appelée une réduite de Frobenius. Faire une réduction de Frobenius pour

un endomorphisme f € L(E) revient donc & trouver une base B de E telle que Matp(f) soit une
réduite de Frobenius.

Définition 2.47.

« On dit que M, N € M,,(K) sont semblables s'il existe P € GL,(K) telle que M = PNP~!,

« On dit que f,g e L(E) sont semblables s'il existe h e GL(E) tel que f=hogoh™.
Et bien str, f et g sont semblables si et seulement Matg(f) et Matg(g) sont semblables (pour
n’importe quelle base B de E).

On vérifie aisément que la relation binaire " f est semblable a ¢" est une relation d’équivalence
sur L(E) dont les classes d’équivalence sont appelées classes de similitude. Un probléme naturel est
alors de caractériser les classes de similitude de L(F), ¢’est-a-dire d’obtenir un critére explicite pour
déterminer lorsque deux endomorphismes donnés f, g € L(E) sont oui ou non dans la méme classe
de similitude. Une réponse compléte & ce probléme est apportée par les invariants de similitude
(d’out leur nom!).

Corollaire 2.48. Deux endomorphismes f,g € L(FE) sont semblables si et seulement si f et g ont
les méme invariants de similitude.

Démonstration. (<) :Si f,g € L(FE) ont les méme invariants de similitude, alors d’aprés le théoréme
il existe des bases B; et By de E telles que

()

Mats, (/) = O

) = Mat32 (g)
(0) C(F)
On pose P :=Pass(B; — Bs), alors
Matp, (f) = Matg, (g) = P_lMatBl (g)P7

et donc Matpg, (f) et Matp, (g) sont semblables, ce qui signifie que f et g sont semblables.

(=) : Si f,g € L(E) sont semblables alors il suffit de montrer que py = pug puis de reprendre la
preuve du théoréme [2.44] pour voir que f et g ont les mémes invariants de similitude. Afin de se
simplifier la vie, on va donc se contenter de montrer que uy = 14, sachant que f=hogo h~!. On a

0=houg(g)oh™ =pg(hogoh™) =py(f), et donc g | py.

De méme, puisque g =h to foh, on a g | pif. Ces deux polynémes étant unitaires, on en déduit
Iégalité pif = g O

Application 2.49. En dimension 2 et 3, deux endomorphismes sont semblables si et seulement
s’ils ont le méme polyndéme minimal et le méme polyndme caractéristique.
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Démonstration. Si f,g € L(E) sont semblables, alors on a déja vu qu’ils ont le méme polynome
minimal et le méme polyndéme caractéristique.

On suppose maintenant que f,g € L(E) ont le méme polynoéme minimal et le méme polynéme
caractéristique. D’aprés le corollaire [2.48] il nous faut montrer que f et g ont alors les mémes
invariants de similitude. Etant donné que le produit des invariants de similitude est égal au polynéme
caractéristique (au signe prés), on voit que le nombre d’invariants de similitude est égal au plus a
n =dim(FE). On va distinguer les deux cas n =2 et n =3 :

« Cas n=2.1Ici f et g ont au plus deux invariants de similitude. Si deg(uy) =2, alors f et g ont
un seul invariant de similitude Py = pur = pg. Si deg(pus) =1, alors pup(X) = X —a = py(X) avec
a €K, et donc f =g =aldg; en particulier f et g sont semblables (et méme égaux!) avec pour
invariants de similitude (ug, x7/1tf)-

« Cas n=3.Ici f et g ont au plus trois invariants de similitude. Si deg(uy) = 3, alors f et g ont
un seul invariant de similitude Py = pf = pg. Si deg(pus) = 2, alors les f et g ont nécessairement
deux invariants de similitude qui sont Py = iy = pig et Po = x¢/ptf = Xg/tg- Enfin, si deg(uy) =1,
alors f et g admettent exactement trois invariants de similitude (Py, P», P3) donnés par Py = P, =
P3 = jiy = g puisque Py [Py | Py. (Alternativement, on peut argumenter comme dans le cas n = 2
pour montrer que f =g =aldg avec pp(X) =X —a = pgy(X).

O

L’exemple qui suit montre néanmoins que la suite des invariants de similitude n’est pas déter-
minée uniquement par le polynéme minimal et le polynéme annulateur lorsque n > 4.

Exemple 2.50. Soient E = K* muni de la base canonique B. On considére les deux endomorphismes
de E dont les matrices dans la base B sont données par

0000

o O =
o O O
o O O
o O O
o O = O
o O o O
— o O O
o O O O

Alors xur(X) = xv(X) = X* et py(X) = py(X) = X2, mais U et V ne sont pas semblables car elles
ne sont pas de méme rang. En fait on voit directement que la suite des invariants de similitude de
U est (X2, X, X) tandis que la suite des invariants de similitude de V est (X2, X?).

Le résultat qui suit est une autre application importante des invariants de similitude.

Application 2.51. Soient M, N ¢ M, (R). Alors M et N sont semblables dans M, (R) si et
seulement si M et N sont semblables dans M,,(C).

Démonstration. Si M et N sont semblables dans M, (R), alors il existe P € GL,(R) telle que
PMP™ =N, et donc M et N sont aussi semblables dans M,,(C).

Réciproquement, on suppose que M et N sont semblables dans M,,(C), c’est-a-dire qu'il existe
P € GL,(C) telle que PM P! = N. 1l s’agit de montrer que I'on peut choisir P € GL, (R), ce qui n’a
rien d’évident si on essaye de le faire & la main. En revanche, on peut vérifier que les invariants de
similitude de M € M, (R) coincident avec les invariants de similitude de M € M,,(C) (conséquence
de l'unicité des invariants de similitude). Il en découle que si M et N ont les mémes invariants de
similitude vues comme matrices dans M,,(C), alors elles ont aussi les mémes invariants de similitude
vues comme matrices dans M,,(R), et donc elles sont semblables dans M,,(R). O
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2.4 Réduction de Jordan

Dans cette section on prouve l'existence de la réduction de Jordan (qui doit son nom au matheé-
maticien frangais Camille Jordan, 1838-1922) pour n’importe quel endomorphisme f € L(F) dont
le polynéme caractéristique est scindé. Cette réduction est tellement employée, en particu-
lier en analyse pour la résolution d’équations différentielles ou pour déterminer le terme général de
certaines suites récurrentes, qu’on la nomme parfois "jordanisation" des endomorphismes.

2.4.A Cas d’un endomorphisme nilpotent

On considére dans un premier temps la réduction de Jordan pour un endomorphisme nilpotent
feL(F). D’apres la proposition , on a alors x£(X) = (-1)"X" qui est scindé.

Théoréme 2.52 (Réduction de Jordan pour les endomorphismes nilpotents).
Soit f € L(E) un endomorphisme nilpotent. Alors il existe une base B de E telle que

0 € (0)
Matg(f) =|: . , avec ¢ € {0,1} pour tout i € {1,...,n—1}.
: K n—-1
0 « - 0
Démonstration. Soit (Pp,...,P,) la suite des invariants de similitude de f. D’aprés le théoréme
2.46] on a PP, = (-1)"xs(X) = X", ou la derniére égalité découle du fait que f est nilpotent.
Il s’ensuit que, pour tout ¢ € {1,...,7}, on a P;(X) = X™ avec n; € N* (et ny > -+ > n, puisque
P, | | P1). Toujours d’aprés le théoréme il existe une base B’ = {e1,...,e,} de E telle que
C(F) c(x™)
ng
Mot () - O comy o |
(0) C(F) (0) C(X")
0 ~ 00
avec C(X™) = 1 0 0 e My, (K). Il suffit alors de prendre pour B la base {e,,...,e1} pour
) 1 0
avoir
0 €1 (0)
Matg(f) = | ) , avec ¢ € {0,1} pour tout € {1,...,n—1}.
: B n-1
0 - - 0

Définition 2.53. Pour tout m € N*, la matrice

0 1 (0)
0 o - 0

est appelé bloc de Jordan nilpotent de taille m.

33



Quitte a permuter les vecteurs de la base B dans le théoréme o1 peut toujours supposer
que
Iy

Ins (0)

Matg(f) = , AVEeC N 2 MNg > >Ny > 1.

0) .

En particulier, on voit qu’a un endomorphisme nilpotent f € L(FE), on peut associer une suite
d’entiers (ni,...,n,) telle que ny > -+ >n, > 1 avec };n; = n. Une telle suite d’entiers est appelée
une partition de n.

Corollaire 2.54. L’application qui & un endomorphisme nilpotent associe la partition (ni,...,n,)
de n comme ci-dessus induit une bijection entre les classes de similitudes d’endomorphismes nilpo-
tents de E et les partitions de n.

Démonstration. D’aprés ce qui précéde, la donnée de la partition (ni,...,n,) de n est équivalente
a la donnée de la suite des invariants de similitude (X™,..., X" ) de f. On en déduit que si f et
g sont deux endomorphismes nilpotents qui sont semblables, alors ils ont les mémes invariants de
similitude, et donc donnent la méme partition de n. En outre, étant donnée une partition (nq,...,n,)
de n, on peut toujours lui associer la classe de similitude de l'endomorphisme nilpotent f € L(E)
dont la matrice dans une base B fixée de F est

Iy
Matg(f) = I . O

©

T

On a donc bien une correspondance bijective entre les classes de similitudes d’endomorphismes
nilpotents de E et les partitions de n. O

Exemple 2.55.
« Sin=1, alors il y a une seule partition (1) qui correspond a la matrice nulle.
« Sin =2, alors il y a deux partitions (2) et (1,1) qui correspondent aux matrices Jo et [0]
respectivement.
« Sin =3, alors il y a trois partitions (3), (2,1) et (1,1,1) qui correspondent aux matrices J3,

Jo .
[ 0] et [O] respectivement.

« Sin =4, alors il y a cing partitions (4), (3,1), (2,2), (2,1,1) et (1,1,1,1) qui correspondent aux

J. J. J2
matrices Jy, [ 3 0]7 [ 2 ], 0 et [O] respectivement.

Ja 0

2.4.B Cas d’un endomorphisme quelconque

On va maintenant considérer la réduction de Jordan pour un endomorphisme quelconque f €
L(E) dont le polynome caractéristique x ¢ est scindé.
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Théoréme 2.56 (Réduction de Jordan).
Soit f € L(E) un endomorphisme dont le polyndéme caractéristique est scindé et s’écrit

xp(X) = (-1)" ﬁ(x A

avec a; € N* et les \; deux & deux distincts. Alors il existe une base B de F telle que

K,
Matg(f) = Kz . (0) ,
0 K
avec, pour tout j € {1,...,7},
Aj €1 (0)
K - o € My, (K), avec chaque €j; € {0,1}.
0 0 N

Démonstration. Nous allons voir que ce théoréme est essentiellement une conséquence du lemme des
noyaux (théoréme et de la réduction de Jordan pour les endomorphismes nilpotents (théoréme
2.52]).

Pour tout i € {1,...,r}, on rappelle que I'on note

N; = Ker ((f - A\Idg)®)

Pespace caractéristique de f associé a la valeur propre \; (voir section . On rappelle aussi que
E = @®]_| N; et que les N; sont stables par f (proposition . Pour tout 7 € {1,...,r}, on note
B. = dim(N;), fi = fin, et gi = fi—Aildy,. L’endomorphisme g; € L(N;) est nilpotent puisque g;"=0.
D’apres la réduction de Jordan pour les endomorphismes nilpotents (théoréme , il existe une
base B; de N; telle que

0 e (0)
Matg, (g;) = . e Mg, (K), avec ¢ €{0,1} pour tout [ € {1,...,5; —1}.
0 - - 0
Or,
Matpg, (g;) = Matg, (fi — Mildn,) = Matg, (f;) — Add,
et donc
Ai € (0)
Matg, (fi) = AMild+Matpg, (g;) = o e Mg, (K), avec ¢ € {0,1} pour tout l e {1,...,5; - 1}.
0 o N

Ainsi, en posant B = B U---U B, on obtient une base B de E telle que Matg(f) soit de la forme
souhaitée. n
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Définition 2.57. Pour tout A € K et pour tout m € N* la matrice

A1 (0)
Dm=|0 7T e Ma(®)
0 -« - A

est appelé bloc de Jordan de taille m associé a la valeur propre A.

Une matrice diagonale par blocs avec uniquement des blocs de Jordan sur la diagonale est
appelée une réduite de Jordan. Faire une réduction de Jordan pour un endomorphisme f € L(F)
revient donc a trouver une base B de E telle que Matp(f) soit une réduite de Jordan.

Remarques 2.58.

(1) Si f e L(FE) est diagonalisable, alors sa réduite de Jordan est une matrice diagonale.

(2) Le théoréme implique en particulier le théoréeme mais l’existence d’une réduite de
Jordan est en fait un résultat beaucoup plus fin que I'existence d’une trigonalisation.

(3) Laréduction de Jordan implique également la décomposition de Dunford (c’est en quelque sorte
une version effective et optimale de la décomposition de Dunford). En effet, si Matg(f) = Jxm
avec A € K et m € N*| alors en définissant d,n € L(F) comme les endomorphismes satisfaisant
Matp(d) = M, et Matg(n) = Jp,, on retrouve que d est diagonalisable, n est nilpotent et
don =nod. Etil en va de méme pour n’importe quelle réduite de Jordan en faisant une
décomposition de Dunford bloc & bloc.

(4) Lorsque K = R, le polynome xy n’est pas toujours scindé. Néanmoins il existe une version
alternative de la réduction de Jordan dans le cas réel (c.f. par exemple le théoréme 5 du polyco-
pié de Grégory Vial : https://w3.ens-rennes.fr/math/people/gregory.vial/files/cplts/
jordan.pdf).

En pratique, étant donné un endomorphisme f € L(E) avec E de petite dimension (disons n < 6)
la donnée de xy, py et des dimensions des espaces propres permet de trouver la réduite de Jordan
de f sans avoir a calculer explicitement la base B. En effet, on peut vérifier (en exercice!) que :

« Le nombre de blocs de Jordan de associés & la valeur propre A est égal & la dimension de I'espace

propre E).

« La taille maximal d’un bloc de Jordan associé a la valeur propre A est égal & la multiplicité de

A comme racine de fif.

Pour finir, nous allons voir deux méthodes pour calculer une base de Jordan de f € L(E) (c’est-
a-dire une base de E telle que Matg(f) soit une réduite de Jordan). Du point de vue matriciel, se
donner f € L(E) revient a se donner une matrice M € M, (K) (dés lors que ’on a fixé une base
quelconque de E), et se donner une base de Jordan de f revient alors a se donner P € GL,,(K) telle
que J := P~'M P soit une réduite de Jordan.

« Méthode 1 : Pour chaque valeur propre \; de f € L(E), on part de w; € E), = Ker(f - \jIdg)
et on calcule les w; € ¥ de proche en proche tels que

(f - )\Z‘IdE)(w]qJ) = w; avec 1<j<q;= dim(Ni).

Alors {w1,ws,...} une base de Jordan correspondant & un bloc J, », -
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1 1 0

— Exemple 1 : On considére la matrice A := [-1 0 -1|. On peut vérifier que x4(X) =
0 -1 1
000
~X(1-X)? et dim(E) = 1. Donc la réduite de Jordan de A est la matrice J4 = [0 1 1].
0 01

On fixe v € Ey et vy € Ey. On cherche alors vs € K3 tel que Avsg = vy + v3, ¢’est-a-dire, tel que
v3 est solution du systéme linéaire (A — I3)vs = vo. Par exemple on peut vérifier que

1 1 -1
[7)1, V2, 1)3]2 -1 0 1
-1 -1 0

convient. On pose alors P := [vl, V2, Ug] et on veérifie que l’on a bien Jy = P~1AP.

4 1 -1
— Exemple 2 : On considére la matrice B := |-2 1 1 |. On peut vérifier que yp(X) =
1 0 1
210
(2-X)? et dim(E>) = 1. Donc la réduite de Jordan de A est la matrice Jg =|0 2 1]. On
0 0 2

fixe v1 € Ey. On cherche alors vy € K3 tel que Buy = 2vg +v1, c’est-a-dire, tel que vy est solution
du systéme linéaire (B — 2I3)vy = v1. Enfin, on cherche vz € K? tel que tel que v3 est solution
du systéme linéaire (B - 2[3)vs = vg. Par exemple on peut vérifier que

1 1 1
[Ul, V2, 1)3]2 -1 -1 0
1 0 1

convient. On pose alors P := [vl, va, 113] et on veérifie que l'on a bien J4 = P~LAP.

« Méthode 2 : Pour chaque valeur propre \; de f € L(E), on part de
wy € N; = Ker((f = Addg)?) ~ Ker((f - Addg)® 1), avec B; Pordre de \; comme racine de L
et on calcule les w; € ¥ de proche en proche en posant
wisr = (f = Nldg) (wy) avec 1 < j < B;.
Alors {..., w2, w1} une base de Jordan correspondant a un bloc J, »,.

— Exemple 1 : Avec la matrice A précédente, on fixe vy € Ey, on choisit
v3 € Ker((A - I3)?) \ Ker(A - I3)

et on pose vy = (A — I3)vs. Par exemple on peut vérifier que

1 1 -1
[vl, V2, vg]z -1 0 1
-1 -1 0

convient. On pose alors P := [vl, V2, 7)3] et on veérifie que l'on a bien J4 = P~1AP.
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— Exemple 2 : Avec la matrice B précédente, on choisit
v3 € Ker((B - 213)%) \ Ker((B - I3)?)

et on pose vy = (B — I3)vs puis vy = (B — I3)vy. Par exemple on peut vérifier que

1 1 1
[vl, V9, v3]= -1 -1 0
1 0 1

convient. On pose alors P := [vl, V2, 113] et on vérifie que l’on a bien Jp = P~ BP.

Quelques références bibliographiques

« Xavier Gourdon. Algébre, Chapitre 4 et appendice B.
« Vincent Beck, Jérome Malick et Gabriel Peyré. Objectif Agrégation, Chapitres 4.2 et 6.5.
« Joseph Grifone. Algébre linéaire, Chapitre 6.

« Edmond Ramis, Claude Deschamps, Jacques Odoux.
Le cours de mathématiques Tome 1- Algébre, Chapitre 12.
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Chapitre 3

Formes quadratiques

Dans tout ce chapitre K désigne un corps de caractéristique # 2, par exemple Q, R, C.

Motivation et but

L’archétype de forme quadratique est la forme 22 + y? + 22 sur R®, qui définit une structure

euclidienne et dont la racine carrée permet de calculer la norme d’un vecteur. Un autre exemple trés
classique en physique théorique est la forme 22 + y? + 22 — t? sur R*, qui permet de définir I’espace
de Minkowski utilisé en relativité restreinte.

Les formes quadratiques interviennent dans de nombreux domaines des mathématiques :

« en géométrie affine avec la classification des coniques et des quadriques;

« en géométrie différentielle avec les premiére et seconde formes fondamentales ;

« en analyse avec les développements limités dont le terme d’ordre 2 est une forme quadratique
qui correspond & la différentielle seconde de la fonction numérique considérée ;

« en optimisation ou la recherche d’extrema locaux passe souvent par 1’étude de la matrice Hes-
sienne de la fonction numérique considérée ;

« en statistique et en théorie des probabilités avec la variance qui est une forme quadratique qui
mesure de la dispersion des valeurs d’un échantillon ou d’une distribution de probabilité ;

« en théorie des groupes puisque tout groupe fini peut-étre réalisé comme sous-groupe du groupe
des isométries d'une certaine forme quadratique;

« en théorie des nombres o 'on s’intéresse par exemple aux formes quadratiques entiéres (c’est-a-
dire a coefficients entiers) pour la résolution d’équations diophantiennes comme le théoréme des
deux carrés de Fermat ; etc.

Dans ce chapitre nous exposons les bases de la théorie des formes quadratiques avec en ligne de
mire la réduction de Gauss, qui permet d’écrire toute forme quadratique comme une combinaison
linéaire de carrés de formes linéaires linéairement indépendantes (cf. section , la classification
des formes quadratiques lorsque K = C ou R (cf. section , en termes de certains invariants
numériques (rang, signature, discriminant), ainsi que le théoréme d’orthogonalisation simultanée

dans le cas euclidien (cf. section [3.6).

3.1 Formes bilinéaires et formes quadratiques

Soit E un K-espace vectoriel (pas nécessairement de dimension finie pour le moment).
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Définitions 3.1.

« Une forme bilinéaire sur E est une application

¢pExE K, (z,y) = ¢(z,y)

telle que, pour tous zo,yo € F, les applications ¢(xg,-):F - K et ¢(—,y9): E — K sont des
formes linéaires. On note Bil(E,K) l'ensemble des formes bilinéaires sur E'; cet ensemble est
naturellement muni d’une structure de K-espace vectoriel induite par celle de K.

+ Une forme bilinéaire ¢: Ex E — K est dite symétrigue si, pour tous x,y € E, on a ¢(z,y) = ¢(y,x).
De méme, ¢ est dite antisymétrique si, pour tous x,y € E, on a ¢(x,y) = —p(y, x).

« Soit ¢: EF x E — K une forme bilinéaire symétrique. On appelle noyau de ¢ le K-sous-espace
vectoriel de F défini par

Ker(¢) := () Ker(¢(x,-)) = ﬂEKer(ﬁﬁ(—,y))-

el

(Le fait que ces deux K-sous-espaces vectoriels coincident est une conséquence du fait que ¢ est
symétrique.) Une forme bilinéaire symétrique ¢ est dite non-dégénérée si Ker(¢) = {0}, et elle
est dite dégénérée si Ker(¢p) + {0}.

Exemples 3.2.

(i) Si E=K2, alors
¢0:ExE - K, (u,v) ~ det(u,v)

est une forme bilinéaire antisymétrique sur F.
(ii) Si E=K", alors

n
prExE->K, (z,y) Y ziyi
i=1
est une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur E. Ici on note (z1,...,2,) et (Y1,--,Yn)

les coordonnées des vecteurs x et y relativement & la base canonique de F.
(iii) Si E =CY(R,R), alors

1
b2 ExE~K, (f.9)~ [ 1(Dg(t)dt
est une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur F.

Remarque 3.3. Il y a un isomorphisme entre Bil(F,K) et L(E, E*) donné par

Bil(E,K) ~  L(E,EY)
) > (e ¢z, -))
(z,y) = f(z)(y) « f

On en déduit que dim(Bil(E,K)) = dim(L(E, E*)) = n? lorsque dim(E) = n < oo. De plus, si
¢ est une forme bilinéaire symétrique correspondante & 'application linéaire f via I'isomorphisme
ci-dessus, alors on vérifie que Ker(¢) = Ker(f) et rg(¢) = rg(f) (le rang d’'une forme bilinéaire sera

défini dans la section [3.2] cf. définition [3.14)).

Définition 3.4. Une forme quadratique sur F est une application
¢E K,z ¢(x,r)

ou ¢: E x E - K est une forme bilinéaire symétrique appelée la forme polaire de q.
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La forme polaire ¢ d’une forme quadratique ¢ est uniquement déterminée par q. En effet, on a
les formules de polarisation suivantes :

Va,ye B, ¢(x,y) = %[Q(ff +y) —q(z) —q(y)] = i[q(fc +y) —q(r-y)]

Remarque 3.5. En pratique, une application ¢: F - K est une forme quadratique sur E si

(i) Yz e E, VA eK, g(Az) = \2q(x); et

(ii) Yx,y € E, 'application (z,y) — %(q(m +y) —q(z) —q(y)) est bilinéaire.

Précisons que ces deux conditions ne sont pas équivalentes. Par exemple la fonction f:K - K, t —
t2 + t vérifie mais pas |(i), tandis que la fonction g:R? - R, (z1,22) = (|z1] + |22|)? verifie (1))
mais pas [(ii)|

Exemples 3.6.

(i) Si E=K", alors

n
q:F-K z~ fo
i=1

est une forme quadratique sur E (lorsque K = R on retrouve la norme euclidienne).

(ii) Si B =M,(K), alors

@ E—-K, A-tr(A4)?;
g3 FE > K, Aw tr(A4?) ;et
wE->K, A-tr(*AA)

sont des formes quadratiques sur FE.
(iii) Si F=K[X], alors

1
¢:FE K, P~ f P(t)P'(t)dt ;et
0

6 E—K, P fol(P(t)Q)dt—(folP(t)dt)Q

sont des formes quadratiques sur F.

Le lemme qui suit justifie pourquoi on identifie généralement les formes quadratiques sur un
espace vectoriel de dimension finie n aux polynémes homogeénes de degré 2 en n variables.

Lemme 3.7. On suppose que dim(E) =n < co. Une application ¢: E — K est une forme quadratique
si et seulement si, étant donnée une base B = {e1,...,e,} de E (ou, d’'une fagon équivalente, pour
toute base B = {e1,...,e,} de E), pour tout x = (z1,...,2,) € E, ’élément ¢(x) est un polynoéme
homogéne de degré 2 en les composantes x; de x dans la base B.

Démonstration. On écrit x = Y12 xie; et y = Y1 yie;.

(=) : Si g est une forme quadratique sur E, on note ¢: E x £ - K sa forme polaire. Alors
n n

é(z,y) = ¢(Z$z‘6i, Zyjej) = Y wiyidee;) = > Xijxiy;,
i

i=1 ij=1 ij=1
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avec \j; = ¢(e;,e5) e K. Et donc
Vo = (x1,...,2n) € B, q(z) = ¢(x,2) = Z AijTix
ij=1

est un polynéme homogéne de degré 2 en les composantes x; de = dans la base B.

(<) : Soit I'application ¢: £ — K telle que q(z) = Y1<icjcn HijTiTj, avec p;; € K. Alors, en posant
Aii = Wi et /\ij = /\ji = %,uij pour tous 1<% < j <n, on obtient

q(z) = ¢(z,z), ou ¢(z,y) = > Njziy;

4,j=1

est une forme bilinéaire symétrique sur E. Et donc ¢ est une forme quadratique sur E. O

On suppose dorénavant que E est un K-espace vectoriel de dimension finie n € N.

3.2 Expression matricielle
On fixe une base B = {ej,...,e,} de E. Soient z,y € E et soit ¢: E x E — K une forme bilinéaire
sur E. On écrit x = Y1 xie; et y = Y yie;. Alors

7

o(x,y) =@ (Z ziei, Y yiej | = Y ziy;d(ei e;) ="' X Matg(¢)Y
j=1

i=1 ij=1
1 1
avec X = Matg(z) =| : [, Y := Matg(y) =| i | et Matg(¢) € M,(K) la matrice carrée dont le
In Yn

coefficient (7,7) vaut ¢(e;, e;).
En particulier, la forme bilinéaire ¢ est (anti)symétrique si et seulement si la matrice Matg(¢)
est (anti)symétrique.

Exemples 3.8.

(i) Soient F = K3, muni de la base canonique, notée B, et ¢: Ex E — K, (z,y) = 21y1 + Zoy1 + 23Yo.

1 00
Alors la matrice Matg(¢) =|1 0 0| n’est ni symétrique ni antisymétrique puisque la forme
010

bilinéaire ¢ n’est ni symétrique ni antisymétrique.
(i) Soient E = K2, muni de la base B = {(1,0),(1,1)}, et ¢ E x E - K, (u,v) + det(u,v).

. 0 1 . . . e
Alors la matrice Matg(¢o) = [_ 10 est antisymétrique puisque la forme bilinéaire ¢y est
antisymétrique.

(iii) Soient E = Ms(K), muni de la base canonique B = {Ei1, E12,F1,E9}, et ¢3:E x E —

K, (A,B) ~ tr(AB). Alors la matrice Matg(¢3) = est symétrique puisque la

o = o O
= o o O

1 0
0 1
0 0
0 0

forme bilinéaire ¢3 est symétrique.
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Remarque 3.9. L’application ¢ € Bil(E,K) » Matg(¢) € M,,(K) est un isomorphisme. Celui-ci
se restreint en un isomorphisme entre les formes bilinéaires (anti)symétriques sur F est les matrices
(anti)symétriques dans M,, (K).

On rappelle que M, (K) = S, (K)o A4, (K), ou S, (K) est le K-sous-espace vectoriel des matrices
symétriques (de dimension %n(n +1)) et A, (K) est le K-sous-espace vectoriel des matrices antisy-
métriques (de dimension %n(n— 1)). En effet, il est clair que S,,(K) nA,(K) = {0}, et toute matrice
M e My, (K) vérifie M = 5(M +*M) + $(M M), qui est la somme d’une matrice symétrique et
d’une matrice antisymétrique.

En particulier, on en déduit que

« ’espace vectoriel des formes bilinéaire symétriques sur F est de dimension %n(n +1);
« I'espace vectoriel des formes bilinéaire antisymétriques sur F est de dimension %n(n -1);et
« toute forme bilinéaire sur E peut s’écrire de maniére unique comme la somme d’une forme

bilinéaire symétrique et d’une forme bilinéaire antisymétrique.

Lemme 3.10. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur FE, et soit B une base de FE. Alors
Ker(Matg(¢)) = Ker(¢) ne dépend pas du choix de la base B. En particulier, ¢ est non-dégénérée
si et seulement det(Matg(¢)) # 0, quelle que soit la base B considérée.

Démonstration. Comme précédemment, si z,y € F, on note X := Matg(z), Y := Matg(y). Alors
Ker(¢) ={ye E | Vz e E, ¢(x,y) =0}
= {Y € Mn,l(K) | VX e Mn,l(K)v tXMatB(d))Y = 0}
={Y e M1 (K) [ Matp(¢)Y =0}
= Ker(Matg(¢)).

O

Lemme 3.11 (Formule de changement de base). Soient B et B’ deux bases de E, et soit P =
Pass(B — B'). Si ¢ est une forme bilinéaire sur E, alors

Matg: (¢) = "P Matg(¢p) P.

Démonstration. On note X := Matg(z), Y := Matg(y), X’ := Matp(z) et Y' := Matg/(y). Alors
Y=PY et X=PX’, et donc

'X Matp(¢) Y =(PX")Matg(¢) PY' =" X'(* P Matg(¢) P)Y' = X' Matg (¢) Y’,
d’ott Matg/(¢) = tp Matg(¢p) P. O

Warning 3.12. Il faut veiller & bien distinguer la formule de changement de base pour les formes
bilinéaires et la formule de changement de base pour les applications linéaires.

Exemple 3.13. Soient E = K[X]<«, B={1,X,X?}, B ={X - X%, X% 1-X} et

6B =K, (P.Q) [(POQ®)+POQM)L,

alors
0O 1 -1110 1 110 0 1 0 0 O
Matg (¢o) = ‘Pass(B - B )Matg(¢o)Pass(B—-B)=[0 0 1|1 1 1|1 0 -1f{=]0 1 0
1 -1 OofJ1 1 1f]-1 1 O 0 0 -1
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Définition 3.14. Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. On appelle rang de ¢ 'entier

rg(¢) = rg(Mats(9)),

ou B est n’importe quelle base de E. Le fait que cet entier ne dépend pas du choix de B est une
conséquence de la formule de changement de base ci-dessus.

Remarque 3.15. Etant donnée qu’il y a une correspondance bijective entre les formes quadratiques
et les formes bilinéaire symétriques sur F (cf. section , on fera parfois I’abus d’écrire

« Ker(q) au lieu de Ker(¢);

« rg(q) au lieu de rg() ; et

« Matg(q) au lieu de Matg(¢), lorsque B est une base de E.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E, et soit B une base de E. Etant donné que Ker(¢) =

Ker(Matg(¢)) et rg(¢) = rg(Matg(¢)), le théoreme du rang pour les matrices nous donne un
théoréme du rang pour les formes bilinéaire symélriques :

dim(Ker(¢)) +rg(¢) = dim(E).
En particulier, la forme bilinéaire symétrique ¢ est non-dégénérée si et seulement si rg(¢) = dim(FE).

Exemples 3.16.
(i) Si E=K", B est la base canonique de E, et

n
pr:ExE->K, (z,y) » Y, ziyi,
i

alors Matg(¢1) = I,,. En particulier, Ker(¢1) = {0} et rg(¢1) = n.
(ii) Si F=K[X]<«, B={1,X,X?}, et

B ~K (PQ)~ [ (POQ®)+ PR,

011 0
alors Matg(¢2) =1 1 1]. On vérifie que Ker(¢o) = Vect || 1 || et rg(¢2) = 2.
1 11 -1
Définition 3.17. Deux matrices My, My € M,,(K) sont dites congruentes s’il existe P € GL,(K)
telle que My = 'PM; P. C’est une relation d’équivalence (& vérifier!) sur M,,(K) dont les classes
d’équivalence sont appelées classes de congruence sur M, (K).
De plus, la relation de congruence se restreint au K-sous-espace vectoriel des matrices (anti)sy-
métriques dans M, (K). Autrement dit, si M; est (anti)symétrique et My est congruente a My,
alors My est également (anti)symétrique.

Warning 3.18. 1l faut veiller & bien distinguer les trois relations d’équivalence suivantes sur les
matrices : matrices semblables (ou conjuguées), matrices congruentes, matrices équivalentes.

Le corollaire qui suit est une conséquence immédiate de la formule de changement de base
(lemme [3.11)) et de la définition de matrices congruentes (définition [3.17)).

Corollaire 3.19. Soient B et B’ deux bases de F et soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E.
Alors les matrices Matp(¢) et Matp/(¢) sont congruentes.

Nous verrons dans la section que le probléme de la classification des classes d’équivalence des
formes quadratiques sur E (au sens de la définition [3.30]) se raméne au probléme de la classification
des classes de congruence des matrices symétriques dans M, (K).
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3.3 Orthogonalité et isotropie

Définitions 3.20. Soit g une forme quadratique sur E de forme polaire ¢.

« Le ¢-orthogonal (ou g-orthogonal) d’'un K-sous-espace vectoriel F' de E est le K-sous-espace

vectoriel
Ft={yeE|VxeF ¢(z,y)=0}.

« Un vecteur x € E est dit isotrope pour ¢ si q(z) = ¢(z,z) = 0, autrement dit si x € Vect(z)*.
L’ensemble des vecteurs isotropes pour ¢ est un cone de E, appelé cone isotrope de q, qui contient
Ker(q). La forme quadratique ¢ est dite définie si son cone isotrope est trivial.

« Une base B de E est dite ¢-orthogonale (ou g-orthogonale) si pour tous 4,5 € {1,...,n}, on a
o(ei,e;) =0 lorsque 4 # 5.

Remarque 3.21. Une base B de E est ¢-orthogonale si et seulement si la matrice Matp(¢) est
diagonale.

Exemple 3.22. On considére la forme quadratique non-dégénérée

¢R® > R, (21,20,23) > 22 — 23 + 25
Alors x = (1,22, 23) € R? est un vecteur isotrope de ¢ si et seulement si ac% - x% +x§ = 0. L’ensemble
0
des vecteurs isotropes de g est donc un cone de révolution d’axe dirigé par |1 et d’angle 7.
0
1 11 10
Par ailleurs, si F' = Vect||1]], alors on vérifie que F* = Vect||1],|0] | qui est un R-sous espace
0 0] [1

vectoriel de R? qui contient F. En particulier, F n F* = F # {0}.

Théoréme 3.23. Toute forme quadratique ¢: E — K, de forme polaire ¢, admet une base ¢-
orthogonale.

Démonstration. Si q est la forme quadratique nulle sur E, alors n'importe quelle base de E convient.
Sinon on fixe = € E tel que ¢(z) # 0, et soit F = Vect(x)* qui est un hyperplan de E. En effet,
F = Ker(¢(z,-)) est le noyau d’une forme linéaire non-nulle puisque ¢(x,z) # 0. On en déduit
une décomposition de E en somme directe ¢-orthogonale E = Vect(x) @+ F. On va donc pouvoir
démontrer le théoréme par récurrence sur n = dim(FE) :
« Sin =1, alors n'importe quelle base de £ convient.
+ Sin > 2 et que le théoreme est vrai jusqu’en dimension n—1, alors la forme quadratique gp: F' > K
admet une base ¢ p,p-orthogonale {f1,..., fo-1}. Il s’ensuit que {z, f1,..., fo-1} est une base
¢-orthogonale de E = Vect(z) ®* F. O
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Nous verrons dans la prochaine section comment, a ’aide de la réduction de Gauss, construire
une base ¢-orthogonale de E pour une forme quadratique donnée ¢ sur E.

L’existence d’une base ¢-orthogonale se traduit matriciellement par le résultat suivant :

Corollaire 3.24 (Version matricielle). Toute matrice symétrique est congruente a une matrice
diagonale.

Démonstration. On pose E = K" muni de sa base canonique, notée B, et soit M € M, (K) une
matrice symétrique. On note ¢ la forme bilinéaire symétrique sur F telle que Matg(¢) = M. D’aprés
le théoréme , Pespace vectoriel E admet une base B’ telle que D := Matp:(¢) est diagonale. Donc,
en notant P = Pass(B — B'), on obtient

'PMP ='PMatp(¢)P = Matg (¢) = D,
autrement dit, la matrice symétrique M est congruente & la matrice diagonale D. O

Remarque 3.25. Lorsque K = R, le corollaire [3.24] peut étre vu comme une conséquence du
théoréme spectral (cf. théoréme qui affirme que, pour toute matrice M € S,(R), on peut
trouver P € O, (R) telle que P"LM P =PMP est diagonale. L’intérét du corollaire réside dans
le fait qu’il est valide quelque soit le corps K, tandis que le théoréme spectral n’est valide que lorsque
K=R.

Pour I’étudiant.e qui souhaite pousser plus loin ’étude des formes quadratiques, de leurs coénes
isotropes, et de leurs groupes d’isométries lorsque K est un corps quelconque, je recommande la
lecture des chapitres V-VIII du livre "Cours d’algebre" de Daniel Perrin.

3.4 Reéduction de Gauss

Soit ¢: £ — K une forme quadratique sur E de forme polaire ¢. Pour déterminer une base ¢-
orthogonale de F, la méthode de Gram-Schmidt ne s’applique pas en raison de la présence possible
de vecteurs isotropes au cours de 'une des étapes de ’algorithme comme 1'illustre I’exemple suivant.

Exemple 3.26. Soit la forme quadratique

¢K? > K, z=(x1,22) > 27 — 23,
de forme polaire ¢: (x,y) = z1y1 — T2y2. On note {ey, s} la base canonique de K2. Soient vy = ej +eo
et vy = ey — eg, alors {v1,v9} est une base de K? formée de vecteurs isotropes pour ¢. Essayons
d’appliquer la méthode de Gram-Schmidt pour orthogonaliser la base {v1,v2} : On cherche alors
a € K tel que ¢(v1,wz) =0 avec wy = vg + avwy. Or, pour tout o € K, on a

¢(v1,w2) = ¢(v1,v2) + aq(v1) = p(v1,v2) =2 #0.
On a donc recours & une autre méthode, la réduction en une combinaison linéaire de carrés

de formes linéaires linéairement indépendantes, due au mathématicien Carl Friedrich Gauss et que
nous allons maintenant détailler.
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On se donne une forme quadratique ¢ sur E, et on fixe une base B de E. Alors, d’aprés le
lemme pour tout x € F, on peut écrire ¢(x) comme un polynéme homogéne de degré 2 en les
coefficients (z1,...,x,) de x dans la base B. On a donc

n
Ve eE, g(x) =Y aiai+ Y a;xir],
i=1 1<i<j<n
avec a; j € K pour tous 1 <i<j<n.

En procédant par récurrence sur n, nous allons écrire ¢ comme combinaison linéaire de carrés
de formes linéaires linéairement indépendantes. Lorsque n = 1, alors g(z) = a171x2 est un multiple
(éventuellement nul) du carré de la forme linéaire = — x, et on a donc le résultat souhaité.

On suppose maintenant que n > 2. On distingue deux cas :

(i) Il existe au moins un indice i tel que a;; # 0. Quitte & permuter les indices, on peut
supposer que aq,1 # 0. On peut alors réécrire g(x) comme

2
q(x) = a2y + zreo(z2, ..., 2pn) + qo(@2, ..., 2p),
ot €9: K" ! - K est une forme linéaire en (z9,...,,) et go: K" ! - K est une forme quadratique
en (xg,...,xy). Il s’ensuit que

2
1 1

q(z) =aia (a:1+ 5 eg(a:g,...,xn)) +(q0(x2,...,xn)— eo(mg,...,xn)z).
1,1 ,

, 4@1 1
En posant
LN
EI'K _)K7 (.Th...,l’n)'—).’lfl-i- 60($27-~-7$n)7
a1
qui est une forme linéaire qui dépend de x1, et
.anl K 1 2
q: > K, (x2,...,2n) » qo(x2,...,2y) — m eo(x2,. .., )7,
1,1

)

qui est une forme quadratique qui ne dépend pas de x1, on obtient

q($1, Ce ,xn) = CL17161($1, Ce ,J}n)Q + ql(xg, .. .,:L‘n).

On réiteére alors la méthode de Gauss en remplacant ¢ par g qui est une forme quadratique sur
K", et aprés un nombre fini d’étapes on obtient finalement la réduction souhaitée.

(ii) Pour tout ie{1,...,n}, on a a;; =0. Si ¢ est nulle alors il n’y a rien & faire. Sinon, il existe
au moins un a;; # 0 avec 1 <7 < j < n. Quitte a permuter les indices, on peut supposer que
ai2 # 0. On peut alors écrire ¢(z) sous la forme

q(x) = a12x122 + T1€2(T3, . .., Tp) + Toe3(X3, ..., Tn) + q2(T3, ..., Tp),

ol €3 et €3 sont des formes linéaires en (z3, ..., x,) et g2 est une forme quadratique en (z3,...,zy).
On vérifie alors que 'on a les égalités suivantes :

1 1 1
q(a;) =a12|71 + —€3 To+ —€x | +| g2 — —€2€3
a1,2 ay,2 ai,2

2 2
a172 1 1 1
=—|z1+x2+—(e2+e3)| —|x1—22+—(e3—€2)]| |+|q2— —e€2e3
4 ai,2 a2 ai,2
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En posant

1
642Kn —>K, (xl,...,xn) =T+ T+ —(62+63)
ai2
et 1
e5: K" > K, (z1,...,2,) > 21— 22 + a—(eg - €2),

)

qui sont des formes linéaires linéairement indépendantes (qui dépendent de z1), et

-2
q3:K"" > K, (3,...,%0) = g2 — — €263,

)

qui est une forme quadratique qui ne dépend pas de x1,x2, on obtient

ai 2
q(1,... ) = T(E4($17---,9€n)2 —e5(w1,- s x0)?) + @33, ).

On réitére alors la méthode de Gauss en remplacant ¢ par g3 qui est une forme quadratique sur
K"=2, et aprés un nombre fini d’étapes on obtient finalement la réduction souhaitée.

Théoréme 3.27. Soit ¢ une forme quadratique sur E, de forme polaire ¢. On note r := rg(¢).
Alors il existe r formes linéaires linéairement indépendantes f1,...,¢, € E*, et r scalaires non-nuls
A, . A € K*, tels que

Ve e E, q(x) = Z Aj (Ej(m))Q.
j=1
De plus, si 'on compléte la famille libre ¢1,...,¢, en une base C de E*, et que I'on note B =

{b1,...,b,} la base antéduale de C, alors la matrice Matp(¢) est diagonale, autrement dit B est une
base ¢-orthogonale. Enfin, on a

Ker(¢) = Vect(bys1, ..., by) = Vect(41,...,4,)°.

Démonstration. Sil’on applique la réduction de Gauss a la forme quadratique ¢, on obtient I'exis-
tence de formes linéaires linéairement indépendantes £1, ..., ¢; € E*, et de scalaires non-nuls Ay,..., ¢ €
K*, avec t € {1,...,n}, tels que

t
Ve e E, q(x) = Z Aj (ﬁj(x))Q.
j=1
On vérifie alors que la forme polaire ¢ de g est donnée par

t
Ve,ye B, ¢(x,y) = Zl il (x);(y).
ju

Si I'on compléte la famille libre 41, ...,¢; en une base C de E*, et que I'on note B = {by,...,b,} la
base antéduale de C, on obtient alors que

! As sir=se{l,...,t}; et
Yrose {Lond, 6(bnbe) = 3 AL ()65 (by) { b sreseilet)
j=1 '
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Donc Matp(¢) = diag(A1,..., A, 0,...,0). Or le rang de cette derniére matrice est ¢ puisque tous
les A\j avec j € {1,...,t} sont non-nuls. On a donc

r=rg(¢) =rg(Matg(¢)) =rg(diag(A1,..., A, 0,...,0)) =¢.
Enfin, d’aprés le lemme [3.10} on a
Ker(¢) = Ker(Matg(¢)) = Ker(diag(A1, ..., A, 0,...,0)) = Vect(bys1,...,b,) = Vect(41,...,4,)°,
ou la derniére égalité découle du fait que B est la base antéduale de C. O
Remarque 3.28. Concernant ’énoncé du théoréme :
« Si K =C, alors on peut toujours se ramener au cas ol tous les \; sont égaux a 1.
« 5i K =R, alors on peut toujours se ramener au cas ol tous les A; sont égaux & +1.

« Si K =Q, alors on peut toujours se ramener au cas ol toues les A; sont des entiers relatifs sans
facteurs carrés.

Exemples 3.29.
(i) On considére la forme quadratique
¢ K3 > K, (x1,22,23) — x% + Qx% + 5;10% + 27129 — 47973.
On est dans le cas (i), et donc la méthode de Gauss donne
q(z) = (z1 + 29)? + (225 + 53 — 4wow3 — 23)
= (21 + x2)% + (2 - 223)% + 23

= (((2))? + (62(2))? + (43(2))*.

En particulier, on a rg(q) = 3. La famille C = {/1,fs,/3} est une base de (K3)*, dont la base

1] |-1] [-2
antéduale est B=3(0[,| 1 |,| 2 |}, o les vecteurs de B sont exprimés dans la base canonique
0 0 1

de K3, et on vérifie que Matg(q) = Is.
(ii) On considére la forme quadratique
q: K4 - K, (acl, xr2,X3, x4) — 5.%'1.%2 + 6331%’3 + 3%23?3.

On est dans le cas (ii), et donc la méthode de Gauss donne
3 18 5

5 9
q(z) = 1((1:1 + 29 + 5x5)2 —(z1 —x9 - 3933)2) - gx:;

=20 - () - ()

En particulier, on a rg(q) = 3. On compléte la famille libre {¢1,¢3,¢3} en une base C =
{1,05,03,04} de (K*)* en posant par exemple £4(x) = z4. Alors la base antéduale de C est

1 1 =31 [0
B=ll 11 ¢|-1| 1[-6] |0 41 de B més d la b . d
=12lol 2| o I'5| 5 ['|o]f o0 les vecteurs de B sont exprimés dans la base canonique de
0 0 0 1

K*. Enfin, on vérifie que Matg(q) = diag(;‘i, _I‘r’, _Tlg,O), et donc Ker(q) = Vect

— o O O
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3.5 Classification des formes quadratiques

Dans cette section, on s’intéresse a la classification des formes quadratiques sur un K-espace
vectoriel E de dimension finie n € N.

3.5.A Généralités

Définition 3.30. Deux formes quadratiques q; et ¢o sur E sont dites équivalentes s’il existe u €
GL(F) tel que, pour tout z € E, on ait g2(x) = q1 (u(x)).

On fixe une base B de FE, et on note ¢1 et ¢o les formes polaires de ¢ et gy respectivement.
Alors q; et g2 sont équivalentes si et seulement si Matg(¢;) et Matp(¢p2) sont congruentes. En effet,
si 'on pose X = Matg(z) et U = Matp(u), alors

Ve e E, gx) = q1(u(z)) & VX e My, 1(K), "X Matg(¢o) X = “(UX) Matg(p1) UX
< Matp(¢2) = ‘U Matp(¢1) U.

Reformulation équivalente : Les deux formes quadratiques g1 et go sont équivalentes s’il existe
des bases B et By de E telles que Matpg, (¢1) = Matg, (¢2).
En effet, avec les notation précédentes, on a

Va € B, qx(2) = q1(u(x)) < Matp(¢2) = 'UMats(¢1) U
< Matg, (¢2) = Matg, (¢1)

en posant Bg = B et By la base de E telle que Pass(B — By) = U.

En résumé, il y a donc une correspondance bijective entre les classes d’équivalence des formes
quadratiques sur E d’une part, et les classes de congruence des matrices symétriques dans M, (K)
d’autre part. Cette correspondance est donnée par l'application ¢ — Matp(¢), ot ¢ est la forme
polaire de g et B est n'importe quelle base de E préalablement fixée.

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser & la classification des formes quadratiques en
termes d’invariants numériques (par exemple le rang d’une forme quadratique est un tel invariant).
Autrement dit, nous allons chercher a déterminer des invariants numériques tels que deux formes
quadratiques sont équivalentes si et seulement si elles ont les mémes invariants numériques.

3.5.B CasouK=C

Théoréme 3.31. Si K est algébriquement clos (par exemple si K = C), alors deux formes quadra-
tiques q1 et go sur E sont équivalentes si et seulement si rg(qr) =rg(gz)-

Démonstration. On fixe une base B de E. On note ¢ et ¢2 les formes polaires de ¢; et g2 respecti-
vement.

(=) : Si q1 et g2 sont équivalentes, alors il existe U € GL,,(K) telle que Matg(¢2) = {UMatg(¢1)U,
et on a les égalités suivantes :

rg(g2) = rg(Matg(¢2)) = rg(‘U Matp(¢1)U) = rg(Matg(¢1)) = rg(q1).
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(<) : Soit ¢ une forme quadratique sur E, de forme polaire ¢, et on note r := rg(q). Nous allons
I, Or,nfr
On—r,r On—r,n—r
Soit B’ une base ¢-orthogonale de E (qui existe toujours d’apres le théoréme , et soit
P =Pass(B - B'). Alors, quitte a permuter les vecteurs de la base B’ on a

d’abord montrer que Matg(¢) est congrue a la matrice J, =

Matg(¢) = ' PMatp (¢) P = ' Pdiag(u1, . . ., pir,0,...,0)P, avec pi1,...,p, € K*.

Comme K est algébriquement clos, pour tout i € {1,...,r}, Péquation X2 — y1; admet une solution
(ce qui ne serait pas vrai pour K = R). Soit v; € K tel que v? = y; pour tout i € {1,...,7}. Alors, en
notant R = diag(y1,...,%,1,...,1), on voit que

Matg(¢) = ‘Pdiag(u1, ..., pr,0,...,0)P ="P'RJ.RP ="(RP).J.RP.

Autrement dit, les matrices Matg(¢) et J, sont congruentes.

Soient maintenant ¢q; et ga deux formes quadratiques sur E de méme rang r. Alors, d’aprés
ce qui précede, les matrices Matg(p1) et Matp(¢2) sont toutes les deux congruentes a J,., donc
congruentes entres elles (puisque la relation de congruence est transitive), et donc ¢q; et g sont
équivalentes. O

Corollaire 3.32. Si K est algébriquement clos (par exemple si K = C), alors il y a n + 1 classes
d’équivalence de formes quadratiques sur E, et donc n + 1 classes de congruence dans S,,(C).

Démonstration. D’aprés le théoréme [3.31] 'application qui & une forme quadratique g sur E associe
son rang rg(q) € {0,...,n} induit une bijection entre ’ensemble des classes d’équivalence de formes
quadratiques sur E et ’ensemble {0,...,n}.

La derniére assertion du corollaire est une conséquence de la correspondance bijective entre
classes d’équivalence de formes quadratiques sur E et classes de congruences dans S,(C). O

Exemples 3.33.

(i) Les formes quadratiques

q0:C* - C, (x1,22) = 0

Q1:(C2 - C7 (.’L‘l,.’[‘g) g $%
q2:C? > C, (x1,22) = 2% + 23
sont deux a deux non équivalentes, et toute forme quadratique sur C? est équivalente a I'une
d’elles puisque rg(q;) =i avec i € {0,1,2}.
(ii) Les formes quadratiques
0.:C* > C, (z1,22) = 27 + 73

.2 2 2
a@:C” = C, (z1,22) > 27 — 75

.2 2 2
qe:C* - C, (x1,22) = —2] — 23

sont deux a deux équivalentes car elles ont toutes les trois le méme rang.
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3.5.C CasouK=R

Théoréme 3.34 (Loi d’inertie de Sylvester). On suppose que K = R. Soit ¢ une forme quadratique
sur E, de forme polaire ¢. Il existe une base ¢-orthogonale By = {b1,...,b,} de E telle que

Ve e E, q(x) =xf+---+:n12)—:n]2)+1 — 2
ot (x1,...,x,) sont les composantes de x dans la base By, r =rg(¢), et pe {1,...,7} est un entier

qui ne dépend que de ¢ (et pas du choix de la base By). Le couple (p,r —p) est appelé la signature
de la forme quadratique g. Deux formes quadratiques sur E sont équivalentes si et seulement si elles
ont la méme signature.

Démonstration. Soit B une base ¢-orthogonale de E, alors quitte & permuter les éléments de B, on
a
Matg(o) = diag(p1, .- -, por,0,...,0), avec uq,...,u, € K .

Pour tout i € {1,...,7}, on fixe a; € R* tel que a? = |u;]. Alors
diag(p1, ..., itr,0,...,0) = ‘diag(a, ..., ap, 1,...,1)diag(d1, . .., 6,,0,...,0)diag(a, . .., o, 1,..., 1),
avec 0; € {1} pour tout i € {1,...,r}. Soit By la base de E telle que
Pass(B — By) = diag(aq,...,ap,1,...,1).
Alors
Matg, (¢) = diag(d1,...,6,,0,...,0).
Et donc, quitte & permuter les éléments de By, on obtient une base ¢-orthogonale de E telle que

2 2 2 2
VeeE, q(x) =2+ + 2, — Ty, — - — Ty,

ou (z1,...,%,) sont les composantes de = dans la base By et r =rg(¢).

Montrons maintenant que entier p ne dépend pas du choix de la base By. On fixe deux bases
Bi={f1,...,fn} et Bo={g1,...,9n} de E telles que

2 2 2 2
VeeE, q(x) =i+ +Yp —Yp41— "~ Yr, avec pr €{1,...,7},
ot (y1,-..,yn) sont les composantes de x dans la base By, et
L2 2 2 2
VeeE, q(x) =21+ +2,, — 2541~ — 2, avec pp € {1,...,7},
ou (z1,...,2,) sont les composantes de = dans la base Ba. Alors

Vo e Fy =Vect(fi,..., fp,) {0}, q(z)>0;
Ve eGr=Vect(fpi+1,---5fn), q¢(z)<0;

Vo e Fo =Vect(gr,...,0p,) N {0}, g(z) >0 et
Vo e Gg = Vect(gpy+1s---59n), q(z) <0.

Il ’ensuit que
FlﬂGQZFQOGl :{0}.
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Et donc
p1+ (n—p2) =dim(F;) +dim(Gs2) <dim(E) =n < p; <po

et
p2+(n—p1) =dim(Fy) +dim(Gy) <dim(E) =n < ps < p1,

ce qui implique p1 = po. Il s’ensuit que I'entier p ne dépend pas du choix de la base By.

Il reste & démontrer que deux formes quadratiques sur E sont équivalentes si et seulement si
elles ont la méme signature. Soient p,s deux entiers tels que 0 < p+ s < n. On définit la matrice
diagonale par blocs

Ip Op,s Op,n-p-s
Kps=| Osp -1 Osn—p-s | € Myp(K).

On—p—s,p On—p—s,s On—p—s,n—p—s

D’aprés ce qui précéde, pour toute forme quadratique ¢ sur E de signature (p,s), il existe une
base By telle que Matp,(¢) = K, ;. Donc, si deux formes quadratiques q; et g2 sur E ont la méme
signature (p, s), alors il existe deux bases B et By de E telles que

MatBI(Cbl) = Kp,s = Mat32(¢2)7

et donc q; et g9 sont équivalentes.

Réciproquement, soient ¢ et g3 deux formes quadratiques sur E qui sont équivalentes et de
signatures respectives (p1,s1) et (p2, s2). Alors il existe une base By de E et une matrice P € GL,,(K)
telles que

Kpl,sl = Mat51(¢1) = tPMat31(¢2)P = Mat32(¢2)7

ol By est la base de E telle que P = Pass(B; - Bs). Et donc (p1,s1) est aussi la signature de la
forme quadratique go, autrement dit (p1,s1) = (p2,s2). O

Corollaire 3.35. Soit ¢ une forme quadratique sur un R-espace vectoriel F de dimension n.
(i) g est non-dégénérée si et seulement si sign(q) = (p,n — p) pour un certain pe {1,...,n};
(ii) ¢ est définie positive si et seulement si sign(q) = (n,0); et

(iii) g est définie négative si et seulement si sign(q) = (0,n).

Démonstration. En exercice! O

Corollaire 3.36. Si K =R, alorsil y a %(n+ 1)(n+2) classes d’équivalence de formes quadratiques
sur E, et donc %(n +1)(n+2) classes de congruence dans S, (R).

Démonstration. D’aprés le théoréme [3.34] 'application qui a une forme quadratique ¢ sur E as-
socie sa signature (p, s) induit une bijection entre I’ensemble des classes d’équivalence de formes
quadratiques sur E et 'ensemble {(p,s), 0 <p+s<n}. Or le cardinal de ce dernier ensemble est

n+1

S 1=3(re1)= ;ﬂ:%(nu)(mz).

p+s=0 r=0

La derniére assertion du corollaire est une conséquence de la correspondance bijective entre
classes d’équivalence de formes quadratiques sur E et classes de congruences dans S, (R).
O
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Exemples 3.37.
(i) Les formes quadratiques

. R2 2 .2
qa:R* > R, (z1,22) » 27 + x5

2 2 2
@ R” =R, (z1,22) » 27 — 25

2 2 2
¢ R >R, (z1,22) = —2] — 23

sont deux a deux non-équivalentes car elles ont pour signatures (2,0), (1,1) et (0,2) respecti-
vement. Mais toute forme quadratique non-dégénérée sur R? est équivalente a l'une d’elles.
(ii) On considére la forme quadratique

¢R3 >R, (1,2, 23) — x% + 219 + 153@% —4x179 + 61173 — 8T2T3.
Alors la réduction de Gauss donne
_ 2 2 2
q(x) = (z1 - 2w2 + 3x3)" — 2(w2 — x3)~ + 83,
et donc sign(q) = (2,1). En particulier, ¢ est non-dégénérée.
(iii) On considére la forme quadratique sur F = R[ X ]<,-1 définie par
2

1 1
q:E—>R,P»—>] PQ—(f P).
0 0

Alors on peut vérifier que sign(q) = (n —1,0). En particulier, ¢ est dégénérée.

3.5.D Discriminant d’une forme quadratique

Définition 3.38 (Quotient K*/(K*)?).
Soient s,t € K*. On note s ~ t 8'il existe a € K* tel que s = ta?. On vérifie alors que ~ est une relation
d’equivalence sur K*, et on note K*/(K*)? le groupe quotient correspondant.

Exemples 3.39.

« Si K = C, alors tout nombre complexe s € C* vérifie s = & pour un certain o€ C*, et donc s ~ 1
pour tout s € C*. Il s’ensuit que C*/(C*)? = {[1]}.
« Si K =R, alors tout nombre réel s vérifie

s=a% = avec a=./s, sis>0; et
s=-a® avec a=+/-s, sis<O0.

De plus —1 n’est pas un carré dans R*, et donc 1 ¢ —1. Il s’ensuit que R*/(R*)? = {[-1],[1]}.

« Si K = Q, alors I’ensemble Q*/(Q*)? est infini. En effet, si p,q € N sont deux nombres premiers
distincts, alors on veérifie que p ¢ ¢, et donc l'ensemble des nombres premiers, qui est infini,
s’injecte dans I’ensemble Q*/(Q*)? .

Théoréme 3.40. Si ¢ est une forme quadratique non-dégénérée sur E, de forme polaire ¢, alors
on peut lui associer la classe d’équivalence §(q) = [det(Matg(¢))] € K*/(K*)?2, oit B est n’importe
quelle base de E. L’élément 6(q) ne dépend pas du choix de la base B. De plus, si q1 et g2 sont deux
formes quadratiques non-dégénérées équivalentes, alors 6(q1) = 0(q2).
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Démonstration. Si By et By sont deux bases de F, alors d’aprés la formule de changement de base
on a

Matg, (¢) = "PMatg, (¢)P, avec P = Pass(B; — By).

En passant au déterminant des deux coté de ’égalité, on obtient
det(Matg, (¢)) = det(P)” det(Matg, (¢)),
d’ol
[det(Mats, (9))] = [det (Matz, ()] dans K*/(K*)2.
Par conséquent, I’élément 0(q) ne dépend pas du choix de la base B de E.
Maintenant, soient q; et go deux formes quadratiques non-dégénérées équivalentes, de formes

polaires ¢ et ¢ respectivement. Alors, pour toute base B de E, les matrices Matg(¢p1) et Matg(p2)
sont congruentes, et donc

0(q1) = [det(Matp(¢1))] = [det(Matp(p2))] = d(g2) dans K*/(K*)2.

Ainsi, si g1 et g2 sont deux formes quadratiques non-dégénérées équivalentes, alors on a bien 6(qp) =
6(q2)- O

Définition 3.41. Soit ¢ une forme quadratique non-dégénérée sur E. L'élément 5(q) € K*/(K*)?,
défini dans le théoréme [3.40] est appelé le discriminant de q.

Le discriminant d’une forme quadratique non-dégénérée est donc un nouvel invariant numérique
constant sur chaque classe d’équivalence de formes quadratiques non-dégénérées sur E. Cet invariant
présente 'avantage d’étre défini quel que soit le corps K, mais il ne suffit pas a classifier les formes
quadratiques non-dégénérées sur E. Par exemple, si K = R, alors §(q) peut prendre deux valeurs
([1] et [-1]), alors que la loi d’inertie de Sylvester (théoréme implique qu'il existe n+1 classes
d’équivalence de formes quadratiques non-dégénérées sur F.

Exemples 3.42.
 Les formes quadratiques non-dégénérées
4 R? > R, (z1,29) = 27 + 23
@ R* > R, (21,22) & 2] - 23

.2 2 2
4R =R, (z1,22) = —27 - 23

ont pour discriminants respectifs [1], [-1] et [1] dans R*/(R*)? = {[-1],[1]}.
Le théoréme implique donc que gp n’est équivalente ni a g, ni & q., en revanche elle ne permet
pas de conclure quant a savoir si g, et g. sont équivalentes (il est alors nécessaire de comparer
les signatures de g, et ¢, pour conclure).

« On considére les formes quadratiques non-dégénérées

2, .2,
1+tay; et

@K > K, (21,22) > x
@ K? > K, (z1,22) = 22 + 223
Si K=C ou K=R, alors g4 et g sont équivalentes. En revanche, si K = Q, alors

d(qa) = [1] # [2] = 0(ge) dans Q*/(Q*)? puisque V2¢Q.

Et donc g4 et g. ne sont pas équivalentes.
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« On consideére les formes quadratiques non-dégénérées
qf:(@2 - Q, (x1,22) ~ 3$% + 2x§ ; et
qg:(@2 ->Q, (x1,72) ~ 6x% + a:%
Alors 6(gr) = [6] = 6(qy) dans Q*/(Q*)?, mais on peut vérifier (par exemple matriciellement)
que gy et gy ne sont pas équivalentes sur Q2.

Cet exemple illustre & nouveau le fait que le discriminant n’est pas suffisant pour classifier les
formes quadratiques non-dégénérées; il reste néanmoins un outil utile pour montrer que deux
formes quadratiques non-dégénérées ne sont pas équivalentes dés lors qu’elles n’ont pas le méme
discriminant.

Pour I’étudiant.e qui souhaite en savoir plus sur la classification des formes quadratiques lorsque
K = Q ou lorsque K est un corps fini, je conseille de consulter le livre "Cours d’arithmétique" de
Jean-Pierre Serre.

3.6 Formes quadratiques sur un espace euclidien

/A On suppose dorénavant que K =R et que E est un espace euclidien de dimension n, c’est-a-dire
un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire que ’on notera généralement par (—, —).

Remarquons que
ExE >R, (z,y) = (2,9)

est une forme bilinéaire symétrique définie positive dont la forme quadratique associée est le carré

de la norme euclidienne
E->R, z+|z|]z = V{z,x).

Définition 3.43. Soient f,g € L(FE). On dit que g est l'adjoint de f (par rapport au produit scalaire
(_7 _>) si

Va,ye B, (f(2),y) = (z,9(y)).
On note alors g = f. Lorsque f ='f, on dit que f est auto-adjoint.

Lemme 3.44. Pour tout f € £L(E), 'endomorphisme adjoint ! f existe et il est unique. De plus, si
B est une base orthonormée de (E, (—,-)), alors Matg('f) = ‘Matg(f).

Démonstration. On fixe une base orthonormée B de (E,(—,-)). Alors Matg({—,-)) = I, et donc
en notant M = Matg(f), X = Matg(x) et Y = Matp(y), on a

(f(2),y) = "(MX)LY ='X'MY = 'XL,(‘"MY) = (. fy),
avec ' f € L(E) I'unique endomorphisme tel que Matg(*f) = {M = *Matg(f). O

Remarque 3.45. Soit B une base orthonormée de (E,(—,—)). Alors f € L(E) est auto-adjoint si
et seulement si la matrice Matg(f) est symétrique.

Le théoréme qui suit est classique et sa démonstration a déja été étudiée I’an dernier. On ne la
rappellera donc pas. Mais 'étudiant.e qui souhaite se rafraichir la mémoire peut consulter la section
5.2.4 du livre "Algébre" de Xavier Gourdon.
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Théoréme 3.46 (Théoréme spectral). Si f € L(F) est auto-adjoint, alors f est diagonalisable dans
une base orthonormée de (E, (-, -)), et de plus les valeurs propres de f sont réelles.

Corollaire 3.47 (Version matricielle du théoréme spectral). Si M € S,,(R), alors il existe P € O, (R)
telle que
PiMP=tPMP=D,

oll D est une matrice diagonale réelle.

Le résultat le plus important de cette section qui est essentiellement une conséquence du
théoréme spectral, est le suivant :

Théoréme 3.48 (Pseudo-réduction simultanée). Soit ¢ une forme quadratique sur 'espace euclidien
(E,(-,-)), de forme polaire ¢. Alors il existe une base B de E qui est a la fois orthonormée pour
(-, —) et orthogonale pour ¢.

Démonstration. Soit By une base orthonormée de (E,(—,-)), et soit M := Matg,(¢) qui est une
matrice symétrique réelle et correspond donc & un endomorphisme auto-adjoint f € L(E) défini
par Matp,(f) = M. D’aprés le théoréme spectral, il existe une base orthonormée B telle que D :=
Matg(f) est diagonale. Alors, en notant P := Pass(By - B), qui est une matrice orthogonale puisque
By et B sont des bases orthonormées, on obtient que

Matg(¢) = *PMatg, (¢)P = "PMP = P"'MP = P"*Matg,(f)P = Matg(f) = D.
Et donc B est une base de E qui est a la fois orthonormeée pour (-, —) et orthogonale pour ¢. [

Remarque 3.49. La différence entre le théoréme [3.48| et le théoréme réside dans le fait qu’ici
la base B est non seulement ¢-orthogonale mais aussi orthonormée pour le produit scalaire (-, —)
sur 'espace euclidien F.

Corollaire 3.50 (Version matricielle de la pseudo-réduction simultanée).
Soient @, M € S,,(R). On suppose de plus que la matrice ) est définie positive. Alors il existe une
matrice P € GL,(R) telle que

tPQP =1, et 'PMP =D,

ou D est une matrice diagonale réelle.

Démonstration. On fixe une base quelconque de E = R", que 'on note By, et soient ¢1 et ¢ les
deux formes bilinéaires symétriques sur E telles que @ = Matg,(¢1) et M = Matg,(¢2).

Etant donné que la matrice Q est définie positive, la forme bilinéaire symétrique ¢; est un
produit scalaire sur F, et donc (E, ¢1) est un espace euclidien. Alors, d’aprés le théoréme m, il
existe une base B de E qui est a la fois orthonormée pour ¢; et orthogonale pour ¢o. En notant
P =Pass(By - B) € GL,(R), on a donc bien

'PQP ="PMatg,(¢1)P = Matg(¢1) = I,

et
'PMP ="PMatg,(¢2)P = Matp(¢2) = D,

ol D est une matrice diagonale réelle. O
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Nous allons maintenant indiquer une méthode pour déterminer une base B de F qui soit a la
fois orthonormée pour (-, —) et orthogonale pour ¢. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.51. Soit ¢ une forme quadratique, de forme polaire ¢, sur 'espace euclidien (E, (-, -)),
et soit By une base orthonormée de (E,(—,—)). Alors les espaces propres de la matrice Matg, (¢)
sont deux & deux orthogonaux pour (—,-).

Démonstration. Si la matrice M := Matg,(¢) admet une unique valeur propre, alors il n’y a rien a
prouver. Sinon, on fixe A1 et Ay deux valeurs propres distinctes de M. Soient v et vo des vecteurs
propres (non-nuls) associés aux valeurs propres A1 et Ay respectivement. Alors

Et donc, on obtient
(A1 = A2) (v1,v2) =0,

ce qui implique (v1,v2) = 0 puisque A1 # \o. Autrement dit, les espaces propres de M sont deux a
deux orthogonaux pour (-, -). O

Soit ¢ une forme quadratique, de forme polaire ¢, sur I'espace euclidien (E, (-, -)). En pratique,
pour déterminer une base B de E qui soit a la fois orthonormée pour (-, -) et orthogonale pour ¢,
on procéde de la fagon suivante :

(i) On fixe une base orthonormée By de (E,(—,—)) et on calcule les espaces propres de la matrice

M :=Matp,(¢) € Sp(R).

(ii) Pour chaque espace propre E) de M, on détermine une base orthonormée B) (par exemple a
l'aide de la méthode de Gram-Schmidt).

(iii) La réunion des bases B) nous donne une base orthonormée B de (E,(—,-)) qui est également
¢-orthogonale. En effet,

Matg(¢) = "Pass(By - B) MPass(By — B) = Pass(By - B) ' MPass(By - B) = D,

ot D est une matrice diagonale réelle et Pass(By - B) € O, (R).

3.7 Etude des coniques et des quadriques

Le théoréme de pseudo-réduction simultanée a de nombreuses applications. L'une d’elles est
I’étude des coniques dans le plan euclidien et des quadriques dans I’espace euclidien.

Soit (E,(-,-)) un espace euclidien de dimension n € N, soit ¢ une forme quadratique sur F, et
soit 7 € R} une constante positive fixée.

Définition 3.52. L’ensemble
Por={zek|q(x)=r}

est appelé une conique dans E lorsque dim(E) = 2 resp. une quadrique dans E lorsque dim(FE) > 3.
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D’apreés le théoréme il existe une base B = {b1,...,b,} de E qui est a la fois orthonormée
pour (—,—) et g-orthogonale. Ainsi

n
VzeE, q(z) =) a;x?

(2

i=1
avec x = Y.i'; xie; et a; € R pour tout 7 € {1,...,n}. De plus, quitte & remplacer chaque vecteur
b; de la base B par un multiple bien choisi, on peut méme supposer que a; € {-1,0,1} pour tout
i€{l,...,n}. La base obtenue n’est alors plus une base orthonormeée pour (-, -), mais elle reste

orthogonale simultanément pour (—,—) et g, ce qui simplifie souvent les calculs lorsqu’on étudie ces
objets du point de vue de la géométrie affine.

En outre, si u € L(E), alors on peut vérifier que u(I'y,) a le méme type géométrique et la méme
topologie de T'y, (seuls les aspects métriques de I'y, changent). Ainsi, le type géométrique et la
topologie de I'; » ne dépendent que de la signature de la forme quadratique ¢ sur F, et non pas du
choix de la base g-orthogonale considérée.

Lorsque dim(E) = 2, le tableau suivant récapitule les différentes possibilités pour la conique Iy, :

signature de ¢ type géométrique de I, topologie de I'y
(2,0) ellipse compact et connexe
(1,1) hyperbole pas compact, deux composantes connexes
(1,0) réunion de deux droites | pas compact, deux composantes connexes
(0,2), (0,1) ou (0,0) %]

Lorsque dim(E) = 3, le tableau suivant récapitule les différentes possibilités pour la quadrique Ty, :

signature de ¢ type géométrique de I' . topologie de I'y

(3,0) ellipsoide compact et connexe

(2,1) hyperboloide a une nappe pas compact, connexe

(1,2) hyperboloide a deux nappes | pas compact, deux composantes connexes
(2,0) cylindre elliptique pas compact, connexe

(1,1) cylindre hyperbolique pas compact, deux composantes connexes
(1,0) réunion de deux plans pas compact, deux composantes connexes

(0,3), (0,2), (0,1) ou (0,0) %]
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» Les références les plus élémentaires concernant la théorie des formes bilinéaires symétriques et
des formes quadratiques :
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— Xavier Gourdon. Algébre, Chapitre 5.
— Joseph Grifone. Algébre linéaire, Chapitres 7 et 9.
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orthogonaux :
— Daniel Perrin. Cours d’algébre, Chapitres VI et VII.

« Une référence pour ’étude des groupes orthogonaux réels généralisés O(s, t) associés a une forme
quadratique de signature (s,t) :
— Denis Serre. Les malrices : théorie et pratique, Chapitre 7.

+ Une référence pour la classification des formes quadratiques lorsque K=Q ou K =T, :

— Jean-Pierre Serre. Cours d’arithmélique, Chapitre IV.1.
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Chapitre 4

Formes hermitiennes et
espaces hermitiens

Motivation et but

Un produit scalaire euclidien est une forme bilinéaire symétrique et définie positive. Par exemple,
le produit scalaire euclidien usuel sur R? est défini par

o(x,y) = x1y1 + T2Y2 + T3Y3,

et alors I'application x + \/¢(x, ) définit une norme sur R?® qu’on appelle la norme euclidienne
usuelle. Malheureusement, la méme formule ne donne pas une norme sur C? puisque a:% +a:% +x§ ¢R,
en général. Pour pallier ce probléme, il faut substituer a la notion de produit scalaire euclidien celle
de produit scalaire hermitien. Un produit scalaire hermitien est une forme sesquilinéaire & symétrie
hermitienne et définie positive. Par exemple, le produit scalaire hermitien usuel sur C? est défini
par

(x,y) = T1y1 + T2y + T3Yys,

et alors l'application x ~ \/o(z, ) définit une norme sur C3 qu’on appelle la norme hermitienne
usuelle.

Un espace hermitien est un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire
hermitien. Cette structure, qui doit son nom au mathématicien frangais Charles Hermite (1822-
1901), est donc 'analogue complexe d'un espace euclidien ; d’ailleurs, de nombreuses propriétés sont
communes aux deux structures : existence d'une base orthonormeée, algorithme de Gram-Schmidt,
réduction des endomorphismes auto-adjoints, etc. En outre, le fait que le corps C soit algébriquement
clos permet d’obtenir des résultats de réduction souvent "plus forts" dans le cadre hermitien que
dans le cadre euclidien. Par exemple, on peut toujours diagonaliser les endomorphismes unitaires
d’un espace hermitien tandis que 'on peut seulement diagonaliser par blocs les isométries d'un
espace euclidien.

Dans ce quatriéme chapitre, nous exposons les bases de la théorie des formes hermitiennes et
des espaces hermitiens, avec en ligne de mire ’étude des endomorphismes unitaires (cf. section 4.5
et la décomposition polaire des matrices complexes inversibles (cf. section [4.6]).
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4.1 Formes sesquilinéaires et formes hermitiennes

Soit E un C-espace vectoriel (pas nécessairement de dimension finie pour le moment).

Définitions 4.1.

« Une forme sesquilinéaire sur E est une application
p:ExE~>C, (z,y) = ¢(z,y)

telle que, pour tous xg, yo € E, Vapplication ¢(xg,—): E - C est linéaire et I’application (-, y): E —
C est antilinéaire ; cette derniére condition signifie que

Vap,xe € B, VA eC, @(Ax1+x2,Y0) = Xgo(:cl,yo) +o(x2,Y0).

On note Ses(E,C) l'ensemble des formes sesquilinéaires sur E'; cet ensemble est naturellement
muni d’une structure de C-espace vectoriel. En effet, on a

V1,00 € Ses(E,C), YueC, upi + @y € Ses(E,C).

« Une forme sesquilinéaire p: F x E — C est dite a symétrie hermitienne si

Ve,ye B, o(y,z) = o(x,y).

Alors, pour tout z € E, on a ¢(x,x) = ¢(x,x) € R. Les formes sesquilinéaires a symétrie her-
mitienne forment un R-sous-espace vectoriel de Ses(E,C), mais pas un C-sous-espace vectoriel
puisque ce sous-ensemble n’est pas stable par multiplication par un élément de C \ R.

/A Remarque 4.2. Dans ces notes, nous suivons la convention qui semble étre la plus répandue en
définissant une forme sesquilinéaire comme étant linéaire & droite et anti-linéaire a gauche. Mais dans
certains ouvrages, une forme sesquilinéaire est définie comme étant linéaire a gauche et anti-linéaire
a droite.

Exemples 4.3.
(i) Si E=C", alors
n
301:E>< E— (c) (xvy) = Zx_]y]
j=1

est une forme sesquilinéaire a symétrie hermitienne sur E. Ici on note (x1,...,2,) et (y1,--.,Yn)

les coordonnées des vecteurs x et y relativement & la base canonique de F.
(ii) Si E=C[X], alors

pr:ExE~C, (P,Q)~ P0)Q()+(i-3) P(1)Q(0)

est une forme sesquilinéaire sur F, mais pas & symétrie hermitienne.

(iii) Si E=CY(R,C), alors
1
e ExE~C, (f.9)~ [ FOg(at

est une forme sesquilinéaire & symétrie hermitienne sur F.
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Définition 4.4. Une forme hermitienne sur F est une application
O:FE >R, - ¢(x,x),
ou ¢: B x E — C est une forme sesquilinéaire & symétrie hermitienne appelée la forme polaire de ®.

La forme polaire ¢ d’une forme hermitienne ® est uniquement déterminée par ®. En effet, on a
la, formule de polarisation suivante (& vérifier en exercice) :

Ve,ye E, o(z,y) = i[@(x +y) - P(x—y) +i®(x —iy) —i®(z +iy)].

Remarque 4.5. En pratique, une application ®: F — R est une forme hermitienne sur F si
(i) Yz e E, VA eC, ®(\x) = [M\?®(z); et
(ii) Va,ye E, lapplication (z,y) » 1[®(z+y) - ®(z—y) +i®(z—iy) - i®(x +iy)] est sesquilinéaire
& symétrie hermitienne.

Ces deux conditions ne sont pas équivalentes. Par exemple la fonction f:C — R, ¢~ [t|> + a, avec
a € R, vérifie mais pas , tandis que la fonction g:C% » R, (x1,22) v |z122| vérifie|(i)| mais pas
Exemples 4.6.
(i) Si E=C", alors

n

P:E->R, x|,
j=1

est une forme hermitienne sur F.

(ii) Si E =M, (C), alors

O E - R, A [tr(A)f ;
P3:FE - R, A tr(AA) ;et
Py F >R, A tr("AA)

sont des formes hermitiennes sur FE.

(iii) Si £ =C[X], alors
O5:E >R, P P(0)P'(1)+ P'(1)P(0) ;et

O E >R, P> fol\P(t)Pdt—’(folP(t)dt)

2

sont des formes hermitiennes sur FE.

/A On suppose dorénavant que E est un C-espace vectoriel de dimension finie n € N.
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4.2 Expression matricielle et matrices hermitiennes

On fixe une base B = {eq,...,e,} de E. Soient z,y € E et soit p: E x E - C une forme sesquili-
néaire sur £. On écrit @ = Y7 zje; et y = Yp_; yrex. Alors

n n n
p(z,y) = (Z wje, 3 yker | = Y Tiynp(ej,ex) = "X Matp(p) Y
j=1 k=1 jik=1
1 1
avec X := Matg(z) =| ¢ [, Y := Matg(y) =| i | et Matg(p) € M,,(C) la matrice carrée dont le
In | Yn

coefficient (j, k) vaut ¢(ej, e).

Définition 4.7. Une matrice M € M,,(C) est dite hermitienne si elle vérifie *M = M. (En parti-
culier, si M € M, (R), alors M est hermitienne si et seulement M est symétrique.) L’ensemble des
matrices hermitiennes dans M,,(C) est un R-sous-espace vectoriel que 1’on note H,,(C).

On vérifie aisément que la forme sesquilinéaire ¢ est & symétrie hermitienne si et seulement si
la matrice Matp(p) est hermitienne.

Exemples 4.8.

(i) Soit E = C3, muni de la base canonique, notée B, et on considére la forme sesquilinéaire

p:ExE—C, (z,y)~ T1y1 + (5 +1) Tay1 — 3i T3yo.

1 0 O
Alors la matrice Matg(¢) =|5+¢ 0 0 n’est pas hermitienne.
0 -3 0

(ii) Soient E = My(C), muni de la base canonique B = {E11, F12, E91, Fa2}, et

03: Ex E - C, (A, B)~tr(AB).

Alors la matrice Matg(¢3) = est réelle et symétrique, donc hermitienne.

o O O =
SO = O O
o O = O
— o O O

Remarque 4.9. L’application ¢ € Ses(E,C) » Matg(p) € M, (C) est un isomorphisme de C-
espaces vectoriels. Celui-ci se restreint en un isomorphisme de R-espaces vectoriels entre les formes
sesquilinéaires & symétrie hermitienne sur E est les matrices hermitiennes dans M, (C).

De plus, en notant M = My +iMs avec My, My € M, (R), on vérifie que

M € Hp(C) < H(My +iMy) = My + iy
< "My + it My = My —iMy
< 'My =My et "My = -M,
< M; e S,(R) et My e A, (R),
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d’ot
1 1
dimg(#H,,(C)) = dimg(S,(R)) + dimr (A, (R)) = §n(n +1)+ En(n -1)=n?,
et donc le R-sous-espace vectoriel de Ses(E, C) constitué des formes sesquilinéaires & symétrie her-

mitienne est de dimension réelle n2. (Et le C-espace vectoriel Ses(E,C) ~ M,,(C) est de dimension
complexe n?, donc de dimension réelle 2n?.)

Lemme 4.10 (Formule de changement de base). Soient B et B’ deux bases de FE, et soit P =
Pass(B — B’). Si ¢ est une forme sesquilinéaire sur E, alors

Matg () = "P Matg(y) P.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme 3.11 O
1 1 0
Exemple 4.11. Soient E = C3, B la base canonique de E, et B’ = 1 1,1 0 |,]-1]; une autre

241 [1-2 0
base de E. On considére la forme sesquilinéaire & symétrie hermitienne

P ExE~C, (2,y) = Ty - 2Tay2 + (7 +14) Ty + (7 - i) Tays +iV5 T3y - iV5 T2ys.

1 7+¢ O
Alors Matg(¢) = |7-i -2 —i\/5], et la formule de changement de base donne

0 W5 0

1 1 2-¢d][ 1 7+i 0 1 1 0
Matg (o) =1 0 1+il||7-i -2 -i/5|| 1 0 -1
0 -1 0 0 /5 0 [|2+i 1-4 0
24/5+13 8—V5-i(1+v5) -5-V5-i(1+2V5)
=| 8-V5+i(1+5) 1 ~7+V5-i(1+5)
|5 -V +i(1+2V5) -7T+V5+i(1+/5) -2

4.3 Analogie entre la théorie des formes quadratiques réelles et la
théorie des formes hermitiennes

Pour la plupart des énoncés portant sur les formes quadratiques réelles, il existe un énoncé
analogue portant sur les formes hermitiennes. Dans cette section on évoque quelques uns de ces
énonceés sans entre dans les détails. (On renvoie le lecteur ou la lectrice de ces notes au chapitre 5
du livre "Algebre" de Gourdon pour un traitement commun de ces deux théories.)

« On peut définir la notion de noyau et de rang d’une forme hermitienne ®: £ - R, de forme polaire
p, de la méme fagon que pour les formes quadratiques, et ces notions coincident bien siir avec
le noyau et le rang de la matrice Matg(¢), avec B une base quelconque de E. En particulier, il
existe un théoréme du rang pour les formes hermitiennes.

« On peut parler d’orthogonalité et d’isotropie pour les formes hermitiennes, et toute forme her-
mitienne ®: F - C, de forme polaire ¢, admet une base p-orthogonale (la démonstration de ce
résultat est analogue & la démonstration du théoréme . En particulier, cet énoncé se traduit
matriciellement par le résultat suivant :

VM € H,(C),3P € GL,(C), “PMP est une matrice diagonale réelle.
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« Il existe une méthode de Gauss pour réduire n’importe quelle forme hermitienne en une combi-
naison linéaire de carrés de modules de formes linéaires sur F linéairement indépendantes, et le
théoréme admet un analogue pour les formes hermitiennes. Par exemple :

_ _ 1 1
1(w,y) =Ty +ag = Slr+yl’ - Jlw -yl ; et
o - 2 0,4 0
Do (x,y,2) : = Tax + Yy — 29Ty + 2iyx + 22y + 2yz = |z — 2iy| —3|y—§z\ +§|z\.

« Il existe une loi d’inertie de Sylvester pour les formes hermitiennes qui permet d’associer & toute
forme hermitienne un couple d’entiers, qu’on appelle la signature de la forme hermitienne, et
deux formes hermitiennes sur E sont équivalentes si et seulement si elles ont la méme signature.
Par exemple la signature de ®; est (1,1), et la signature de ®5 est (2,1).

4.4 Produit scalaire hermitien

Soit ® une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel F de dimension n, et soit ¢ la forme
polaire de .

Définition 4.12. On dit que ¢ est un produit scalaire (hermitien) sur E si ® est définie positive,
c’est-a-dire
VeeE, ®(z)>0, et &(z)=0=>2=0.

On dit alors que (E, @) est un espace hermitien.

Exemples 4.13.

(i) Si E=C" et v1,...,7 € R} (par exemple y; = --- =, = 1), alors
n

¢ ExE—C, (z,y)~ Y vT;y;
j=1

est un produit scalaire (hermitien) sur E.
(ii) Soit E' = C[X]<p-1. On se donne n points distincts z1, ..., 2z, € C. Alors

n n-1 - n-1 ) n-1
p1:ExE—C, (P,Q)~ Y P(2)Q(z) et p:ExE—~C, (Z a; X7,y ij]) — Y ajb;
J=1 j=0 7=0 3=0

sont des produits scalaires (hermitiens) sur E.
(iii) Si £ =M, (C), alors _
©p:ExE—C, (A,B)w~tr("AB)

est un produit scalaire sur F dont la norme associée est appelée norme de Frobenius.

Remarques 4.14.

« Comme dans le cadre euclidien, si (F, ) est un espace hermitien, alors on peut orthonormaliser
n’importe quelle base de E & ’aide d’un analogue de I'algorithme Gram-schmidt.

« Un espace hermitien de dimension complexe n est aussi un espace euclidien de dimension réelle
2n. En effet, si ¢ est un produit scalaire (hermitien) sur E, alors (x,y) —» Re(p(x,y)) est un
produit scalaire (euclidien) sur E.
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Proposition 4.15 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si ®: E' - R est une forme hermitienne dont la
forme polaire ¢: E' x E — C est un produit scalaire (hermitien), alors

2
Vo,ye B, [o(z,y)]” < 2(z)P(y).
De plus, on a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration. Si x = 0 ou y = 0, alors I'inégalité est évidente puisque les deux membres valent
alors 0. On peut donc supposer que x et y sont non-nuls.

Si p(x,y) = pew avec p € Ry et 6 € R, on peut toujours remplacer x par xe”
au cas ou (x,y) € R. On a alors

# pour se ramener
VAeR, ®(A\z+y) = \2®(z) + 2)p(z,y) + P(y) 20 (car la forme hermitienne ® est positive).
On a donc un trinéme du second degré en A avec un discriminant négatif, c’est-a-dire
A = 4p(z,y)? - 4®(x)®(y) < 0, d’on l'inégalité annoncée.

Ensuite, on a égaliteé si et seulement A = 0, ce qui signifie qu'il existe Ay € R tel que ®(\gz+y) = 0.
Comme la forme hermitienne ® est définie, on en déduit A\gx + y = 0, c’est-a-dire que les vecteurs x
et y sont colinéaires. O

Corollaire 4.16 (Inégalité de Minkowski). Si la forme hermitienne ®: E — R est définie positive,
alors

Vr,ye E, \/<I)(:c+y) < \/<I>(x) + \/<I>(y)

De plus, il y a égalité si et seulement x et y sont positivement liés.

Démonstration. On a

Oz +y) = ©(x) + 2Re(p(2,y)) + ()
< (x) +2lp(z,y)| + 2(y)
<O(x)+2y/P(x)P(y) + P(y) (d’aprés U'inégalité de Cauchy-Schwarz)
2
- (\/q)(x + \/CID(y)) .
Et le cas d’égalité découle du cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

Soit ® une forme hermitienne et définie positive sur E. On déduit de 'inégalité de Minkowski
que 'application
E->Ry, 2 \/®(z)

est une norme qui munit £ d'une structure d’espace de Banach.

4.5 Endomorphismes unitaires et matrices unitaires

Dorénavant, on note (—, —) un produit scalaire (hermitien) sur le C-espace vectoriel E de dimen-
sion n, et on note || — || la norme correspondante, c¢’est-a-dire ||x|| = \/(z,z) pour tout z € E.
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Définition 4.17. Un endomorphisme u € L(E) tel que, pour tout x € E, on a |[u(z)|| = [|z|| est
appelé un endomorphisme unitaire de E. L’ensemble des endomorphismes unitaires de E est un
sous-groupe de GL(E), noté U(E), que 'on appelle groupe unitaire.

Remarques 4.18.

« SiueL(F) est un endomorphisme unitaire, alors u € GL(E) puisque
Vo e Ker(u), 0=|lu(z)| =|z||, et donc = =0.
« Il découle de la formule de polarisation que u € L(E) est unitaire si et seulement si
Va,y e B, (u(z),u(y)) = (z,y).

« La caractérisation ci-dessus implique que u € L(FE) est unitaire si et seulement si I'image d’une
base orthonormée de E est envoyé sur une base orthonormée de F.

Définitions 4.19. L’ensemble
U, (C) = {M e M,(C) | "MM =1,}
est un sous-groupe de GL, (C) appelé groupe unitaire. De plus, ’ensemble
SUL(C) == {M e M,(C) | 'MM =1, et det(M) =1} =U,(C)nSL,(C)
est un sous-groupe distingué de U, (C) appelé groupe spécial unitaire.

Remarque 4.20. Les groupes matriciels U, (C) et SU,(C) sont les analogues "hermitiens" des
groupes matriciels O, (R) et SO, (R). D’ailleurs, on vérifie aisément que

Un(C) N GLL(R) = O,(R) et SU,(C) nGL,(R) = SO, (R).

Soit M € U, (C). Alors, il découle de la définition de U, (C) que M~! = *M, ce qui rend le calcul
de l'inverse aisé pour les matrices unitaires. Par ailleurs, si ’on calcule le déterminant des deux
cotés de égalite MM = I,,, on obtient

|det(M)[* = det(M) det(M) = det(M) det(M) = det("M) det(M) = det("M M) = det(I,,) = 1,
et donc |det(M)| = 1. Enfin, on peut identifier SU,,(C) avec le noyau de ’lhomomorphisme

det: U, (C) » S' = {2 €C, |2| =1}, M ~ det(M).

Le résultat qui suit nous donne une quatriéme caractérisation des endomorphismes unitaires et
fait le lien entre endomorphismes unitaires et matrices unitaires.

Proposition 4.21. Soit B une base orthonormée de 'espace hermitien (E, (-, -)), et soit u € L(E).
Alors u e U(FE) si et seulement si Matg(u) € U, (C). En particulier, si v € U(E), alors |det(u)| = 1.
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Démonstration. On note M := Matg(u). On a vu que I'endomorphisme u est unitaire si et seulement
si

Vo,y e B, (u(x),u(y)) = (z,y),

ce qui donne matriciellement (puisque la base B est orthonormée) :
VX,Y e M, 1(C), (MX)MY ="X'"MMY ='XY.

Et cette derniére égalité est équivalente a ‘MM = I,,. (En effet, si A = (ajk)1<j k<n € Myp(C), alors
tejAey, ="ejAey, = ajy, ou I'on note {e1,...,e,} la base canonique de C™.)
Enfin, la derniére assertion résulte des égalités det(u) = det(M) et |det(M)| = 1. O

Dans le cadre euclidien, on ne peut pas toujours diagonaliser les isométries, mais seulement les
diagonaliser par blocs en général. En revanche, on peut toujours diagonaliser les endomorphismes
unitaires dans le cadre hermitien.

Théoréme 4.22 (Réduction des endomorphismes unitaires).
Soit (E,(-,-)) un espace hermitien et u € U(FE). Alors il existe une base orthonormée de E qui
diagonalise u, et toutes les valeurs propres de u sont de module 1.

Démonstration. Déja, si A € C est une valeur propre de u € U(E), alors pour tout vecteur propre
xe Ex~{0},ona
2]l = llu@) [ = [|Az]| = [Alllz]], et donc |A]=1.

Pour montrer 'existence d'une base orthonormée de (E, (-, —)) qui diagonalise u, on procéde par
récurrence sur la dimension de F. Si dim(F) =1, alors il n’y a rien a faire. On suppose maintenant
que le résultat est vrai pour tout endomorphisme unitaire u’ €e U(E’) avec dim(E’) <n -1, et on va
démontrer le résultat pour u e U(E).

Etant donné que C est algébriquement clos, v admet au moins une valeur propre \g € C.
Soit g € E), tel que |[zo]| = 1. Alors F' = Vect(z) est une droite de E stable par u, et on peut
vérifier que F* = {y € E| (zg,y) = 0} est un supplémentaire de F' dans E stable par u. En effet,
Ftest un hyperplan de E, puisque c’est le noyau de la forme linéaire (non-nulle) y — (xq,y), et
xo ¢ F* puisque (xg,20) = ||zol[* = 1. Donc E = F @ F*. En outre, si y € F**, alors u(y) € F'* car

1
)\03307U(y)> "3

1
Ao

(a0, u) = (5

oo, u(y)) = Aé (u(0), u(y)) = Aéom,m “0.

L’endomorphisme up. est unitaire, et donc d’apres I'hypothése de récurrence, il existe une base
orthonormée By de F* qui diagonalise upi. En posant B = {zo} U By, on obtient une base de E qui
diagonalise u, ce qui achéve la démonstration du théoréme. O

Corollaire 4.23 (Version matricielle). Soit M € U,(C). 1l existe P € U,(C) telle que
P'MP="PMP =D,
ou D est une matrice diagonale dont les coefficients sont des nombres complexes de module 1.

Démonstration. On note By la base canonique de C™, qui est orthonormée pour le produit scalaire
hermitien usuel (z,y) = Y7, T;y;. Soit u € U(C") I'endomorphisme unitaire défini pas I'égalité
M =Matp,(u). D’aprés le théoréeme il existe une base orthonormée B de (C™, (-, -)) telle que
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Matp(u) est diagonale. La matrice de passage P = Pass(By — B) est unitaire, puisque By et B sont
deux bases orthonormées de (C™,(-,-)), et on a

YPMP = P'MP = Pass(By - B) "Matg, (u)Pass(By - B) = Matg(u) =: D

qui est une matrice diagonale. Enfin, toujours d’aprés le théoréme les valeurs propres de u, qui
sont précisément les coefficients de la matrice diagonale D, sont des nombres complexes de module
1, ce qui termine la démonstration du corollaire. O

Dans le cadre hermitien, il existe une large classe d’endomorphismes "naturels" (les endomor-
phismes normauz) dont on peut montrer qu'’ils sont diagonalisables dans une base orthonormée. En
particulier, les endomorphismes unitaires et auto-adjoints sont normaux.

L’étudiant.e qui souhaite en savoir plus sur la réduction des endomorphismes normaux peut
consulter par exemple le chapitre 5.3 du livre "Algébre" de Gourdon.

4.6 Décomposition polaire

Le but de cette derniére section est de démontrer la décomposition polaire pour les matrices
complexes inversibles. Il s’agit d’un outil trés utile dans ’étude des propriétés topologiques des
groupes matriciels.

On rappelle que sur un K-espace vectoriel de dimension finie (avec K = R ou C), toutes les
normes sont équivalentes et définissent donc la méme topologie. Ainsi, sur I'espace des matrices
M, (C), on peut par exemple choisir de travailler avec la norme

|- l: M > \/tx(‘3201).

Et si X est n’importe quelle partie de M,,(C), par exemple GL,,(C), H,(C) ou U,(C), alors on
peut munir X de la topologie induite par celle de M,,(C).

Le résultat qui suit nous sera utile dans la démonstration de la décomposition polaire.
Lemme 4.24. Le groupe unitaire U, (C) est une partie compacte de M,,(C).

Démonstration. Etant donné que M,,(C) est un espace vectoriel normé, donc un espace métrique,
il s’agit de montrer que U, (C) est une partie fermée et bornée de M,,(C).
On considére ’application

fiMp(C) - My(C), M " "MM.
Cette application est continue; en effet, les applications
fi: My~ (My,My) et fo: (Ma, Ms) — " MyM;

sont continues, et f = fyo fi. En outre, U, (C) = f1({I,}) est I'image inverse du singleton {I,} qui
est une partie fermée de M,,(C), et donc U, (C) est aussi une partie fermée de M,,(C).

Ensuite, pour tout M € U,(C), on a ||M||? = tr(*MM) = tr(I,) = n, et donc ||[M]|| = /n. En
particulier, U, (C) est contenue dans la boule fermée de centre {0} et de rayon \/n, ¢’est donc une
partie bornée de M, (C).

En conclusion, U, (C) est une partie fermée et bornée de M,,(C), donc une partie compacte de

M (C). O
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Définitions 4.25. On note

HI(C)={M e H,(C) | M est positive}; et
HIT(C)={M e H,(C) | M est définie positive}.

(Une matrice M € H,(C) est dite positive si, pour tout X € My, 1(C), on a EXMX >0, et elle est
dite définie positive si, pour tout X € M, 1(C)~ {0}, on a ‘XM X >0.)

On rappelle (cf. remarque que H,,(C) est un R-sous-espace vectoriel de dimension n? dans
M, (C). On a bien sir les inclusions

M, (C) e Hy(C) e Ha(C),

et on peut vérifier que H; (C) est un cone fermé dans H,,(C), et que H;:"(C) est un cone ouvert
dans H,,(C) qui coincide avec Uintérieur de H; (C).
Exemples 4.26.

(i) Sin=1,alors H1(C) = M1(R) ~R, H{(C) 2Ry, et H{*(C) ~ R7.
(ii) Sin =2, alors on vérifie que

SR

7—[2(@):{ ; a,ceR}:R4;

ca,ceR, a+c>0, et acz|b|2}; et

#3(C) {

"ol 2

S

i (C) - {

s a,ceR, a+c>0, et ac>|b|2}.

On a mentionné dans la section que tout matrice hermitienne est diagonalisable et a valeurs
propres réelles. En fait, on peut méme montrer un théoréme spectral pour les matrices hermitiennes
(dont la démonstration est analogue a celle du théoréme spectral pour les matrices symétriques
réelles) :

VM e H,(C), 3P U, (C), "PMP =P 'MP=D

avec D une matrice diagonale réelle. Il s’ensuit que :
« si M e H;(C), alors M est diagonalisable et ses valeurs propres sont dans R, ; et
« si M eH;"(C), alors M est diagonalisable et ses valeurs propres sont dans R7.
Enfin, on rappelle qu'une application f: X — Y entre deux espaces topologiques est appelé un
homéomorphisme si f est continue, bijective, et d’inverse continu. On est maintenant préts & énoncer
puis & démontrer le principal résultat de cette section :

Théoréme 4.27 (Décomposition polaire).
L’application
m: U, (C) x H, 7 (C) - GL,(C), (0,S)~ OS

est un homéomorphisme (ici on considére U, (C) x H;}*(C) muni de la topologie produit). En par-
ticulier, toute matrice complexe inversible se décompose de fagon unique en produit d’une matrice
unitaire et d’une matrice hermitienne définie positive.
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Démonstration. Pour alléger les notations, dans toute la suite on notera M* := M lorsque M ¢
M, (C).

e Surjectivité de 7 : Soit M € GL,(C). On cherche (O, S5) € U,(C) x H;*(C) tel que M = OS.
Alors M™* = 5§*0O*, et donc on doit avoir

M*M =S8*0*0S = 5*S = 5%, puisque O* =0t et S = S*.

De plus, on vérifie que M*M € H;*(C). Donc, d’apres le théoréme spectral pour les matrices her-
mitiennes, il existe P € U, (C) et une matrice diagonale D = diag(A1,...,\,), avec les \; € R}, telles
que M*M = PDP~! = PDP*. On pose alors S := PD'P~! = PD'P* avec D' = diag(v/ A1, ..,V )
(de sorte a avoir S? = M*M); c’est un élément de H*(C) puisque S* = (PD'P*)* = PD'"P* =
PD'P* =S et les valeurs propres de S sont dans R¥.

Ensuite, on pose O := M S~!. Alors

0*0=(MS™ ) MS™ = (S M*MS™ = ($*) " M*MS™" = 5718257 = I,,.

Autrement dit, O € U, (C) et on a bien M = OS avec S € H;;*(C). On a donc prouvé que 'application
7 est surjective, c’est-d-dire que toute toute matrice complexe inversible se décompose en produit
d’une matrice unitaire et d’'une matrice hermitienne définie positive. On va maintenant montrer que
cette décomposition est unique, c’est-a-dire, que 7 est injective.

e Injectivité de 7 : On fixe M € GL,(C). Si M = OS avec (0,S) € U,(C) x H;*(C) , alors
O = MS™! et donc O est déterminée de maniére unique par S. Autrement dit, pour montrer
Iinjectivité de m il suffit de montrer 'unicité de S. On a vu précédemment que 1’égalité M = OS
implique M*M = S?%, et donc M détermine S2. Il suffit donc de montrer que si T € H;*(C), alors
il existe une unique matrice R € ! *(C) telle que R? = T. Ceci impliquera que S? détermine S de
maniére unique, et donc que M détermine S de maniére unique (et O également comme O = M S™1).

On fixe T € H;*(C), et soient Ry, Ry € H*(C) telles que R? = R3 =T. Alors Ry commute avec
R? = R2. Or, il existe f € C[X] tel que Ry = f(R3). En effet, d’aprés le théoréme spectral pour les

matrices hermitiennes, il existe P € U, (C) et une matrice diagonale D = diag(A1,...,\,), avec les
A\ € R, telles que Ry = PDP~! = PDP*. 1l suffit donc de choisir un polynéme f € C[X] tel que
f(A2)=\; pour i=1,...,n (un tel polynéme existe toujours par interpolation lagrangienne), et on
obtient

f(R3) = f(PD*P ") = Pf(D*)P ! = Pdiag(f(\]),...,f(A2))P! = Pdiag(\1,...,\n)P™' = PDP™' = Ry.

Donc, Ry commute avec f (R%) = Rs. On peut donc diagonaliser simultanément Ry et Ro : Il
existe @ € GL,(C) et deux matrices diagonales & coefficients dans R}, notées D; et Dy, telles que
Ri1 =QD1Q7 ' et Ry = QDyQ7". Puis

*
+

R? = R2 < D? = D2 < D) = Dy (car = — \/z est une bijection de R} dans R?) < R; = Ry.

Et donc, il existe une unique matrice R € H;*(C) telle que R? = T.

A ce stade, on a montré que l'application 7 est bijective, et elle est continue puisque les coeffi-
cients de la matrice O.S sont des polyndémes en les coefficients des matrices O et S. Pour terminer
la, démonstration, il reste donc & montrer que ’application réciproque de 7w, que ’on va noter s, est
également continue.

e Continuité de x = 7! : Etant donné qu’il semble ardu d’expliciter I'application &, on va

montrer sa continuité via la caractérisation séquentielle de la continuité. On considére une suite
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(Mp)pen d’éléments dans GL,(C) qui converge vers une matrice M € GL,(C). Pour chaque p € N,
on a montré l'existence d’un couple (Op, Sp) € Uy(C) x H;*(C) tel que M, = O,Sy, et on a aussi
lexistence d'un couple (O, S) € U,(C) x H:*(C) tel que M = OS. 1l s’agit de vérifier que la suite
(Op)pen converge vers O et que la suite (Sp)peny converge vers S pour avoir la continuité de &.
D’apres le lemme [£.24] U, (C) est une partie compacte de M,,(C). Donc, d’apreés le théoréme de
Bolzano-Weierstrass, la suite (Op)p.n admet une sous-suite convergente (Oyp))p.n avec ¥:N — N
une fonction strictement croissante. On note O’ € U,(C) la limite de cette sous-suite. Alors la
sous-suite (Sy(p))p.N converge vers une matrice S’ := O 'M ¢ H}(C) nGL,(C) = #:*(C), et on a
05=M= lim Myep) = lim Oyp)Syep) = 0'S"
Et donc, par unicité de la décomposition polaire, on a forcément O = O’ et S = S’. Donc la suite
(Op)pn admet une unique valeur d’adhérence, a savoir O, et donc elle converge vers celle-ci. I
s'ensuit que la suite (S,),.n est également convergente de limite O™'M = S. On a donc montré la
continuité de k, ce qui termine la démonstration du théoréme. O

Remarques 4.28.

(i) Si n =1, alors le théoréme redonne la décomposition polaire classique z = pe?. ce qui
justifie le nom de ce théoréme.

(ii) On peut aisément étendre 'existence d’une décomposition polaire aux matrices complexes non-
inversibles, mais alors on perd l'unicité de la décomposition. Plus précisément, toute matrice
complexe se décompose en produit d’une matrice unitaire et d’une matrice hermitienne positive,
mais pas nécessairement de facon unique.

(iii) Le fait qu’une application bijective entre deux espaces topologiques soit continue n’implique
pas que son inverse soit continu est général. Par exemple 'application

h:[0;27[— St = {2 €C, |z| =1}, O €

est une bijection continue, mais ce n’est pas un homéomorphisme puisque S! est une partie
compacte de C tandis que [0; 27| n’est pas une partie compacte de R.
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