Fiche 2 : Exercices M A1l — Algebre 2
2018

Exercice 1 : Trouver toutes les représentations matricielles de degré 1 du groupe des quaternions @g.

Exercice 2 : On considére la représentation de Sy trouvée dans Exercice 1 de la Fiche 1.
(a) Déterminer la représentation matricielle de cette représentation par rapport a la base (si,s9,s3) de
R?. (Déterminer d’abord le sommet s, € R? par rapport & cette base. )
(b) Montrer que la représentation de permutations de S; dans R?* a une sous-représentation V =
{(*(x1, 2,3, 24)|T1 + -+ + 4 = 0}. Montrer quelle est équivalente & la représentation trouvée
dans 1" Exercice 1 de la Fiche 1.

Exercice 3 :
(a) Trouver toutes les représentations matricielles de degré 1 du groupe cyclique C,, & n éléments.

(b) Soit n un générateur du groupe Cy. Soit {fo,..., fn—1} le sous ensemble de I'espace vectoriel K =8
ou fy()=1sij=ket0sij#k (0<jk<mn-—1). Montrer que ces applications forment une base
de KC.

(c¢) Soit p: C,, — GL,(K) la représentation matricielle de la représentation réguliere du groupe cyclique
par rapport & cette base. Expliciter la matrice A = p(n).

(d) Déterminer les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice A.

(e) Trouver tous les sous-espaces invariants de dimension 1 de la représentation réguliere de C,,. (K =R
ou C.)

(¢) Si K =Z/2Z le corps a deux éléments. Trouver tous les sous-espaces invariants de dimension 1 de la
représentation réguliere de Cs.

Exercice 4 : Soit V' un espace vectoriel de dimension n. Soit p : G — GL(V) une représentation. Soit
p* + G — GL(V*) lapplication p*(g) = Yp(g~?1)). (Rappel : si f € GL(V), alors {f € GL(V*) est
l'automorphisme de GL(V*) tel que (*f)(w*)(v) = w*(f(v)) pour chaque w* € V* et pour chaque v € V.)

(a) Montrer que p* est une représentation linéaire de G dans V*. On I’appelle la représentation contragrédiente
ou la représentation duale.

(b) Soit p/ : G — GL,(K) une représentation matricielle de G. Soit p”" : G — GL,(K) V'applica-
tion p”(g) = 'p'(g~1). Montrer que p” est une représentation matricielle de G. On D'appelle la
représentation contragrédiente de p’.

(c) On fixe une base B de V et la base duale B* de V*. Si p : G — GL,(K) est la représentation
matricielle associée & p par rapport & la base B, montrer que la représentation contragrédiente de p
est la représentation matricielle associé a p* par rapport a la base B*.

(d) Montrer que chaque représentation est équivalente & sa représentation biduale.

(e) Montrer que toute représentation de permutations est équivalente & sa représentation duale.

Exercice 5 : Soient V,W deux espaces vectoriels. Soient py : G — GL(V) et pw : G — GL(W) deux
représentations.

(a) Montrer qu’on peut définir une représentation pyw : G — GL(Hom(V,W)) par py.w(g)(f) =
ow (9)fpv(g™1). Autrement dit, (g- f)(v) = g- (f(g~* - v)). (Si W est la représentation triviale, on
retrouve la représentation duale de V')

(b) Si f € Hom(V,W), on définit *f € Hom(W*,V*) par ! f(w*)(v) = w*(f(v)) pour chaque w* € W*
et v € V. Montrer que I'application f —!f de Hom(V, W) dans Hom(W*,V*) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels qui est G-équivariante.

(¢) Montrer que la composante triviale de Hom(V, W) est exactement Homg(V, W).

Exercice 6 : Soit py : G — GL(V) une représentation réelle d’'un groupe fini G. On dit qu’un produit
scalaire (-,-) sur V est G-invariant si py (g) est une isométrie pour chaque g € G.
(a) Soit (-, ) un produit scalaire quelconque sur V. Montrer que (v, w) = ZgGG(gv, gw) définit un produit
scalaire invariant sur V.



(b) Si U C V est un sous-espace invariant, montrer que le complément orthogonal U~ par rapport & un
produit scalaire invariant est aussi invariant.

(¢) Montrer que toute représentation matricielle réelle de G est équivalente & une représentation ortho-
gonale.

(d) Montrer que toute représentation matricielle complexe de G est équivalente & une représentation
unitaire.



