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Exercice 1.
1. Montrer que (P | Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) définit un produit scalaire sur Ry [X].
2. Calculer la distance d(X?, 2) de X? & 2 = {aX +b | (a,b) € R?}

Exercice 2. Dans R* muni de sa base orthonormée canonique, déterminer le projeté orthogonal du vecteur
(3,4,—2,—3) sur le plan défini par les vecteurs (1,1,—1,1) et (2,1,2,0).

Exercice 3. Soit £ = R* muni de sa structure euclidienne canonique. Soit F' = Vect(vy,vs) ot v; = (1,1,0,1) et
vy = (1,1,1,1). Déterminer la matrice P dans la base canonique de la projection orthogonale pp sur F .

Exercice 4. Soit F un espace euclidien de dimension 4 et & une base orthonormale de E. Soit F' le sous-espace
vectoriel E d’équations (dans la base &) :
THy+z+t=0
{ r—y+z—-1t=0.

Déterminer la projection orthogonale sur F. Calculer la distance d(u, F') d’un vecteur u de E au sous-espace F.

Exercice 5. Plagons nous dans R? euclidien. Soit o un vecteur unitaire : yo = (u,v,w) et D = Vect(yo). Soit p la
projection orthogonale sur D.

1. Déterminer 'orthogonal II de D.

2. Montrer que pour tout z de R?, p(z) = (x| yo) yo-
3. Donner la matrice P de p dans la base canonique.
4

. Soit ¢ la projection orthogonale sur II, donner la matrice () de ¢ dans la base canonique. Quel est le lien entre
P et Q7 Justifier

5. Pour tout = de R3, déterminer inf ||z — y|| et inf ||z — y]|.
yeD yell

Exercice 6. On se place dans E = (*(R), espace des suites (u,),>0 dont la série des carrés Y . u2 converge. On
utilise la notation u = (u,,)n>0 pour désigner un élément de E. Soit (- | -) : E x E — R I'application définie par

Y(u,v) e EX E <u|v>:Zunvn.
n>0
1. Montrer que (- | -) est un produit scalaire sur E.

2. Soient a, b et ¢ les suites de terme général a,, = %, b, = ?%, Cn = gugT, - Déterminer le projeté orthogonal de ¢
sur Vect{a, b}.

Exercice 7. Dans R?* rapporté & sa base canonique, on considére le sous-ensemble H défini par :
H = {x = (x1,22,23,24) | x1 — 2 + x3 = 0 et 3 — x4 = 0}.

1. (a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel et en donner une base.

(b) Déterminer le sous-espace vectoriel, H+, orthogonal de H, puis une base orthonormale de H+ (par le
procédé d’orthonormalisation de Schmidt).

(c) Déduire des questions précédentes une base orthonormale de R* autre que la base canonique.

2. (a) Soient mz et my. les projections orthogonales sur H et H*. Déterminer les projetés mxz(y) et w1 (y) de
Y= (y1,92,Y3,Y4)-
(b) Déterminer la matrice P de 7g dans la base canonique de R*. En déduire la matrice Q de ..

3. Calculer ing((l — 212+ (2—22)% + (3 —x3)% + (4 — 14)?)
rEe
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Exercice 8. Soit le systéme (S) suivant, d’écriture matricielle AX = b dans les bases canoniques de R? et R? :

Afin de simplifier, on identifiera les vecteurs de R? et R?® avec la matrice colonne

z+y = 1
S z—y = 3 x !
de leurs coordonnées dans la base canonique : X = €ER? b=|[ 3 | eR?
20 +y = 27 Y 97

1. Montrer que ce systéeme n’admet pas de solution.

Le but est de trouver la “meilleure solution approchée”, c’est & dire celle qui minimise ||AX —b||.
2. Calculer B = *4AA, montrer que B est inversible et calculer B~!.
3. Montrer que Xy = B~ ‘A b réalise le minimum suivant : XirellfR? |AX — b

Exercice 9. Soit E un espace euclidien de dimension 3 et B une base orthonormale de F. Soit
1 1 2 -1
A= 6 2 4 =2
-1 -2 1

la matrice d’'un endomorphisme de F dans la base B. Montrer que A est la matrice d’une projection orthogonale.

Exercice 10. Calculer

1
1. inf / (3 — at® — bt — ¢)? dt;
(a,b,c)€R3 [

1
2. inf / (2 — ax — b)? du;
(a,b)eR? J_¢
1

3. inf *(In(z) — ax — b)* dx.
(a,})r)lew ; z*(In(z) — ax — b)* dz

Exercice 11.
1

1. Montrer que (f | g) = | f(t)g(t) d¢ définit un produit scalaire sur 'ensemble F des fonctions continues sur R
0
engendré par fi1(z) =1, fa(z) = €® et f3(z) = x.
2. Pour quels réels a et b, la distance de fo & g : © +— ax + b est-elle minimale 7

—+o0
Exercice 12.  On définit une application ¢ : R[X] x R[X] — R par ¢(P, Q) = P(t)Q(t)e " dt.
0
1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R [X].

2. Calculer p(XP, X17).

—+o00
3. Déterminer inf / e_t(t2 — (at+ b))2 dt.
(a,b)eR? Jq

Exercice 13.  On munit M,,(R) du produit scalaire (A | B) = tr (A'B). On note S,,(R) et A, (R) les sous-espaces
vectoriels des matrices symétriques et antisymétriques respectivement.

1. Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux.
2. Exprimer la distance de M a S3(R) ou

3. Montrer que l'ensemble H des matrices de trace nulle est un sous-espace vectoriel de M, (R) et donner sa
dimension. Donner la distance a H de la matrice J dont tous les coefficients valent 1.
4. Soit A = (aij)1<ij<n € Mn(R). Caleuler inf D (ai; —mij)*.

Sn (R
€5n®)  Gij<n

1 1
Exercice 14. On munit F = C([—1, 1],R) du produit scalaire : (f | g) = 5/ f(x)g(z)dx.
—1

Pour i € {0,1,2,3}, on note P;(x) = 2.
1. Montrer que la famille (P, P, P») est libre mais pas orthogonale.

2. Déterminer, par le procédé de Schmidt, une base orthonormée (Qo, Q1,Q2) de F' = Vect(Py, P1, P») a partir de
la famille (P, P1, Py).

3. Calculer le projeté orthogonal de P3 sur F' et la distance de P3 a F'.
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